1 Variable Aleatoria
Se llama variable aleatoria a toda funcién que asocia a cada elemento del espacio
muestral E un nUmero real.

Se utilizan letras mayuUsculas X, Y, ... para

(L Are HIB designar variables aleatorias, y las respectivas
L =il ik 3
e i \\ minuUsculas (x, v, ...) para designar valores
i .
./"I O——h_\\i concretos de las mismas.
l s / ™ g Si en un experimento aleatorio, a cada suceso
.M‘“‘x '-}‘_F,J elemental del espacio (Q,P) le asignamos
AN X un valor numeérico obtenemos una variable

que “hereda” de Q la probabilidad P, y que
(R, p} denominamos variable aleatoria.

i 15

La probabilidad P de que X tome un valor concreto a, P(X = a), es la probabilidad que
corresponde a la unidn de los sucesos aleatorios elementales a los que hemos
asignado ese valor a.
Definicién: Una variable aleatoria X es una funcién X: Q - R, que a cada elemento
del espacio muestral le hace corresponder un numero real.
e EI1 conjunto de valores reales que tienen asociado algin elemento del espacio
muestral se denomina rango de la v.a.:
Oy = {x ER:3Is€Q,X(s) =x}
e Si Oy es un conjunto finito o numerable, entonces la variable aleatoria se
denomina discreta.
e En caso de que Qx sea un intervalo, finito o infinito, entonces la variable

aleatoria se denomina continua.
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Variable Aleatoria

1.1

1.2

Hemos visto que las variables aleatorias pueden ser discretas o continuas:

Discretas: el conjunto de posibles valores es numerable. Suelen estar asociadas a
experimentos en que se mide el nUmero de veces que sucede algo.

Continuas: el conjunto de posibles valores es no numerable. Puede tomar todos los valores
de unintervalo. Son el resultado de medir.

Distribucion de probabilidad y Funcién de densidad de una v.a.

Una variable aleatoria puede tomarse como una cantidad cuyo valor no es fijo pero
puede tomar diferentes valores; una distribucion de probabilidad se usa para describir la
probabilidad de que se den los diferentes valores (se denota usualmente por F(x)).

Fx (x) =P (X =x)

La distribuciéon de probabilidad de una v.a. describe tedricamente la forma en que varian
los resultados de un experimento aleatorio. Intuitivamente se trataria de una lista de los
resulfados posibles de un experimento con las probabilidades que se esperarian ver
asociadas con cada resultado.

La funcién de densidad de probabilidad, funcidon de densidad, o, simplemente, densidad
de una variable aleatoria continua es una funcién, usualmente denominada f(x) que
describe la densidad de la probabilidad en cada punto del espacio de tal manera que la
probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor dentro de un determinado
conjunto sea la integral de la funcién de densidad sobre dicho conjunto.

fix)

Funcion de densidad de una distribucion

Parametros y estadisticos de variables
Parametro: Es una cantidad numérica calculada sobre una poblacion.

e La altura media de los individuos de un padis.
Estadistico: Es una canfidad numérica calculada sobre una muestra.
e La altura media de los que estamos en esta habitacion.

Si un estadistico se usa para aproximar un pardmetro también se le suele llamar
estimador.
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Los estadisticos se calculan, y estos estiman pardmetros. Hay diferentes tipos segun lo que
gueramos saber de la distribucion de una variable.

centro Dispersion

0.4
0.4

0.3
0.3

0.2
0.2

0.1
0.1

0.0

0.0

posicién Forma

0.2 0.3 0.4

0.1

Tipos de estadisticos

0.0

1.2.1 Medidas de posicion.
Dividen un conjunto ordenado de datos en grupos con la misma cantidad de individuos.
Las mds populares: Cuantiles, percentiles, cuartiles, deciles.

El cuantil de orden p de una distribucion
(con0<p<1)eselvalordela

variable xp que marca un corfe de
modo que una proporcion p de

valores de la poblacidon es menor o
igual que xp. Por ejemplo, el cuantil

de orden 0,3 dejaria un 30% de

valores por debajo y el cuantil de

orden 0,50 se corresponde con la
mediana de la distribucion.

\

= e = p : % e

Los cuantiles suelen usarse por grupos que dividen la distribucidon en partes iguales;
entendidas estas como intervalos que comprenden la misma proporcion de valores.
Los mds usados son:

e Los cuartiles, que dividen a la distribucién en cuatro partes (corresponden a los
cuantiles 0,25; 0,50 y 0,75);

e Los quintiles, que dividen a la distribucion en cinco partes (corresponden a los
cuantiles 0,20; 0,40; 0,60 y 0,80);

e Los deciles, que dividen a la distribucién en diez partes;

e Los percentiles, que dividen a la distribucion en cien partes.
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Medidas de centralizacion o tendencia central:
Indican valores con respecto alos que los datos “parecen’” agruparse.

La media, moda y mediana son pardmetros caracteristicos de
una distribucién de probabilidad La media se confunde a veces
con la mediana o moda.; sin embargo, para las distribuciones
con sesgo, la media no es necesariamente el mismo valor que mode
la mediana o que la moda

Media aritmética 50%|50%
median

Segun la Real Academia Espanola (2001) «[...] resulta al

efectuar una serie determinada de operaciones con un

conjunto de numeros y que, en determinadas condiciones, -

puede representar por si solo a fodo el conjuntfon. Existen mean
distintos tipos de medias, tales como la media geométrica, la

media ponderada y la media armdnica aungue en el lenguaje comun, el término se
refiere generalmente a la media aritmética.

La media aritmética es el promedio de un conjunto de valores, o su distribucién que a
menudo se denomina "promedio”.

n
T = Hizzl:t:t-

La media aritmética es la suma de los valores dividido por el tamano muestral.

La media aritmética se frata de un pardmetro conveniente cuando los datos se
concentran simétricamente con respecto a ese valor. Muy sensible a valores extremos
(en estos casos hay ofras ‘medias’, menos intuitivas, pero que pueden ser Utiles: media
aritmética, geométrica, ponderada...)

Mediana

Representa el valor de la variable de posicidn central en un conjunto de datos
ordenados.

Mediana: Es un valor que divide a las observaciones en dos grupos con el mismo
numero de individuos (percentil 50). Si el nUmero de datos es par, se elige la media de
los dos datos centrales.

Mediana de 1,2,4,5,6,6,8 es 5.

Mediana de 1,2,4,5,6,6,8,9 es 5.5

Es conveniente cuando los datos son asimétricos. No es sensible a valores extremos.
Mediana de 1,2,4,5,6,6, 800 es 5. (jLa media es 117,71)

Moda
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La moda es el valor con una mayor frecuencia en una distribucidon de datos. Se hablard
de una distribucién bimodal de los datos cuando encontremos dos modas, es decir, dos
datos que tengan la misma frecuencia absoluta mdaxima.

Unimodal
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1

0.00
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1.2.2 Medidas de dispersion

Las medidas de posicidn resumen la distribucidn de datos, pero resultan insuficientes y
simplifican excesivamente la informacion. Estas medidas adquieren verdadero significado
cuando van acompanadas de otras que informen sobre la heterogeneidad de los

datos.

Los parédmetros de dispersion indican, de un modo bien definido, lo homogéneos que
estos datos son. Hay medidas de dispersidn absolutas, entre las cuales se encuentran la
varianza, la desviacion fipica o la desviacion media, aunque también existen otras
menos utilizadas como los recorridos o la meda; y medidas de dispersién relativas,
como el coeficiente de variacion, el coeficiente de apertura o los recorridos relativos.

Rango

Rango de una variable estadistica es la diferencia entre el mayor y el menor valor que
toma la misma. Es la medida de dispersion mds sencilla de calcular, aungue es algo
burda porgue sélo toma en consideracion un par de observaciones. Basta con que
uno de estos dos datos varie para que el pardmetro también lo haga, aunque el resto
de la distribucién siga siendo, esencialmente, la misma.

Existen otros pardmetros dentro de esta categoria, como los recorridos o rangos
intercuantilicos, que tienen en cuenta mds datos y, por tanto, permiten afinar en la
dispersion. Entre los mds usados estd el rango intercuartilico, que se define como la
diferencia enfre el cuartil tercero y el cuartil primero. En ese rango estdn, por la propia
definicion de los cuartiles, el 50% de las observaciones. Este tipo de medidas también
se usa para determinar valores atipicos. En el diagrama de caja que aparece ala
derecha se marcan como valores atipicos fodos aquellos que caen fuera del intervalo
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1.3

[Li, Ls] = [Q1-1,5Rs, Qs + 1,5Rs], donde Q1 y Qs son los cuartiles 1°y 3°, respectivamente, y
Rs representa la mitad del recorrido o rango intercuartilico, también conocido como
recorrido semiintercuartilico

Desviaciones medias

Dada una variable estadistica X y un pardmetro de tendencia central, ¢, se llama
desviacion de un valor de la variable, xi, respecto de ¢, al nUmero | xi-c | . Este niUmero
mide lo lejos que estd cada dato del valor central ¢, por lo que una media de esas
medidas podria resumir el conjunto de desviaciones de todos los datos.

Asi pues, se denomina desviacidn media de la variable X respecto de ¢ ala media
aritmética de las desviaciones de los valores de la variable respecto de ¢, esto es, si

n
X=X1, X2, X3, X4, ..., Xn €ntonces: Yo |x —
DM, ==—/7"F7"——

n —
De este modo se definen la desviaciéon media respecto de la media (c = &) o la

desviacion media respecto de la mediana (c = MFE), cuya interpretaciéon es sencilla en
virtud del significado de la media aritmética

Sin embargo, el uso de valores absolutos impide determinados cdlculos algebraicos que
obligan a desechar estos pardmetros,

Varianza y desviacion tipica

La suma de todas las desviaciones respecto al pardmetro mds utilizado, la media
aritmética, es cero. Por tanto si se desea una medida de la dispersidn sin los
inconvenientes para el cdlculo que tienen las desviaciones medias, una soluciéon es
elevar al cuadrado tales desviaciones antes de calcular el promedio.

Se define la varianza como:

Gi=

L
> (z; — )
i=1
T ;
0 seq, la media de los cuadrados de las desviaciones respecto de la media.
La desviacion tipica, o, se define como la raiz cuadrada de la varianza, esto es,
o=vag2
Tiene las mismas unidades que la variable.

Funciones de R para calculo de la funcion de densidad

Existen un conjunto de funciones R que gestionan el cdlculo de la funcidn de densidad
o probabilidad, de la funcidn de distribucion, de los cuantiles (que son los valores de la
funcién inversa de la funcién de distribucion), o de una muestra aleatoria de una
variable aleatoria discreta o continua.
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El nombre de dichas funciones R comienza por d, p, g, r, respectivamente: dbinom, ppois,

gnorm, RT.

Tabla Resumen de parametros de algunas de las distribuciones mds habituales

Distribucion F. de densidad F. Caracteristica | Esperanza | Varlanza
Bernoulli B(1, p) g =01 q + pe't P i
Binomial B(n, p) (’;)pfq“‘r r=0,1 n (g + pe't)m np npq

. . AT Mett—1)
Poisson P(A) o1e T= 0,1,... eMe —H A A
(=
T n— (N —n)
Hipergeométrica H{n, N, A4) r=10,1 n n— =np M
: N N N-1
n

o . p g e

Geométrica Gip) pgt z=0.1,... T " =

: 10l Negative f y r+r—1 r_T — pr' E g

Binomial Negativa BN(r.p) ( . )p g or=01.... ) ’ r >
1 Abt _ iat _ _ a2
Uniforme Ufa,b) g _L - a<z<h 2“) — ;)t z 5 b (b _mﬂ\'l

1 (.r—;t)! ) o
-5 it — =t°7
Normal N{p, o) ! e 2\ 7 relR £ he i ot
o2

. A 1 1

E neial Exp(A) Ae=* 1= - —

xponencial Exp(A) € T > i 3 z

. ‘ , AVl e - Ay n n

Erlang Er(n, A) T(n) r =0 (}L — -Et) X 3z
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2 Distribucion de variable discreta

Se denomina distribucion de variable discreta a aquella cuya funcién de probabilidad
sélo toma valores positivos en un conjunto de valores de X finito o infinito numerable. A
dicha funcion se le llama funcidon de masa de probabilidad. En este caso la distribucion de
probabilidad es la suma de la funcidon de masa, por lo que tenemos entonces que:

Flr)=P(X <1)= Zf

k=—0o

Y, tal como corresponde a la definicidn de distribucion de probabilidad, esta expresion
representa la suma de todas las probabilidades desde -« hasta el valor x.

2.1 Distribucion de Bernoulli

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion de
Bernoulli (o distribucion dicotémica), nombrada asi por el
matemdatico y cientfifico suizo Jakob Bernoulli, es una
distribucion de probabilidad discreta, que toma valor 1 para
la probabilidad de éxito (p) y valor 0 para la probabilidad de
fracaso (g=1-p).

Si X es una variable aleatoria que mide el "niUmero de éxitos",
y se realiza un Unico experimento con dos posibles resultados
(éxito o fracaso), se dice que la variable aleatoria X se
distribuye como una Bernoulli de pardmetro p.

X ~ Be(p)

Su funcién de probabilidad viene definida por:
fl@)=p"(1—-p)""  con z={0,1}
La férmula serd:

P siz=1,
flzp) =94 siz =0,
0 en cualquier otro caso

Esperanza matemdatica:
P(n) for p=0.6
EX]=p=u 0

Varianza:

var [X] =p(l —p) = pgq

o o o o O

Funcidén generatriz de momentos:

(q + pe')
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Funcidn caracteristica:

(4+pe")

Moda:

0sig>p (hay mds fracasos que éxitos)
1sig<p (hay mds éxitos que fracasos)

Oy 1sig=p (los dos valores, pues hay igual nUmero de fracasos que de éxitos)

Asimetria (Sesgo):

Curtosis:
N 6p® — 6p + 1
.2. pr—
p(1—p)

La Curtosis tiende a infinito para valores de p cercanos a0 6 a 1, pero para p=1/2 la
distribucion de Bernoulli tiene un valor de curtosis menor que el de cualquier ofra
distribucion, igual a -2.

Caracterizacion por la binomial:

X ~ Be(p) <= X ~ B(1,p) : donde B(1,P) o5 una distribucion binomid.

Ejemplo

"Lanzar una moneda, probabilidad de conseguir que salga cruz".

Se trata de un solo experimento, con dos resultados posibles: el éxito (p) se
considerara sacar cruz. Valdra 0,5. E1 fracaso (q) que saliera cara, que vale (1
-p)=1-20,5=0,5.

La variable aleatoria X medira "numero de cruces que salen en un lanzamiento", y
s6lo existiran dos resultados posibles: @ (ninguna cruz, es decir, salir cara) y
1 (una cruz).

Por tanto, la v.a. X se distribuira como una Bernoulli, ya que cumple todos los
requisitos.

X ~ Be(0,5)

P(X =0)= f(0)=0,5°0,5" =0,5

P(X =1)= f(1)=0,5'0,5° = 0,5

Ejemplo:

"Lanzar un dado y salir un 6".
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Cuando lanzamos un dado tenemos 6 posibles resultados:

Q={1,2,3,4,5,6}

Estamos realizando un Unico experimento (lanzar el dado una sola vez).

Se considera éxito sacar un 6, por tanto, la probabilidad segin la Regla de Laplace
(casos favorables dividido entre casos posibles) serd 1/6.

p=1/6

Se considera fracaso no sacar un 6, por tanto, se considera fracaso sacar cualquier
otro resultado.

g=1—p=1-1/6=75/6

La variable aleatoria X medirad "numero de veces que sale un 6", y solo existen dos
valores posibles, © (que no salga 6) y 1 (que salga un 6).

Por tanto, la variable aleatoria X se distribuye como una Bernoulli de parametro P
= 1/6

X ~ Be(1/6)

La probabilidad de que obtengamos un 6 viene definida como la probabilidad de que X
sea igual a 1.

P(X=1)=f(1)=(1/6)' % (5/6)" = 1/6 = 0.1667

La probabilidad de que NO obtengamos un 6 viene definida como la probabilidad de que

X sea igual a 0.

P(X = 0) = f(0) = (1/6)°* (5/6)' = 5/6 = 0.8333

Tabla con datos y parametros caracteristico distribucion de Bernoulli

Parametros D<p<l,peR

Dominio kE={0,1}

Funcién de probabilidad ] — (1 — P) para k=10
P para k =1

0 parak <0
g paral <k <1
1 parak >1

Funcién de distribucién

Media P
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Variable Aleatoria

Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

Entropia

Funcion generadora de
momentos

Funcién caracteristica

N/A
0 sig>p
Oyl sig=p
1 sig<p
Pq
g—Dp

6p® —6p+1
p(1-p)

—qIn(g) — pIn(p)

q + pe'

q+pﬁit

2.1.1 Distribucion de Bernoulli con R

Vamos a comprobar los resultados del lanzamiento de una moneda. Sélo tenemos dos
posibles resultados para cada lanzamiento: cara o cruz. El ejercicio es el siguiente.
Vamos a escribir una funcidn que simule los lanzamientos de una moneda. Para ello,
utilizamos la siguiente funcién, donde los valores “C" corresponden a caras y los valores
“X" corresponden a cruces:

= lanzamoneda=function{n){mon=c();

+ mon[u==0, 5]="x";mon}

Esta funcién proporciona n resultados del lanzamiento de una moneda al aire.

Probamos los resultados para 7 lanzamientos.

= N=F
= lanzamoneda(n)
[1] "c" "c" "c" "c" "

Vemos qué ocurre cuando el nUmero de lanzamientos va creciendo:

BY NC

X

X

u=runif{n); mon[u<0.5]="Cc";
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num. lan=10
Tanzamientos=1anzamoneda(num. Tan)
frec.abs=table(lanzamientos) # Corresponde a las frecuencias absolutas
frec.rel=frec. abs/num. Tan # Corresponde a las frecuencias relativas
frec. abs
anzamientos
X
37
= frec.rel
lanzamientos
C X
0.3 0.7

M= Y Y Y Y

num. 1an=100
lanzamientos=1anzamoneda{num. Tan)
frec.abs=table(lanzamientos) # Corresponde a las frecuencias absolutas
frec.rel=frec. abs,/mum. Tan # Corresponde a las frecuencias relativas
frec.abs
lanzamientos
[ 4
47 53
= frec.rel
lanzamientos
[ o
0.47 0.53

Mo OW WY

= num. 1an=10000
= lanzamientos=1anzamoneda(num. 1an)
= frec.abs=table(lanzamientos) # Corresponde a las frecuencias absolutas
= frec.rel=frec.abs/num. Tan # Corresponde a las frecuencias relativas
= frec.abs
lanzamientos

[ x
5055 4945
= frec.rel
lanzamientos

C X

0.5055 0.4945

2.2 Distribucion Binomial
La variable aleatoria binomial, X, expresa el nUmero de éxitos obtenidos en cada
prueba del experimento.

La variable binomial es una variable

= X g:ﬂ;?ﬁ:iiﬂ aleatoria discreta, sélo puede tomar los
g * p=05and n=40 valores 0, 1, 2, 3, 4, ..., n suponiendo que se
. han realizado n pruebas.
E-
. la distribucion binomial es una distribucion

= O de probabilidad discreta que cuenta el
o . . numero de éxitos en una secuencia de n
° A ‘. ensayos de Bernoulli independientes entre si,
3 T“":"':T". ."':.' con una probabilidad fija p de ocurrencia

0 10 0 30 @ del éxito entre los ensayos. Un experimento
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de Bernoulli se caracteriza por ser dicotomico, esto es, sélo son posibles dos resultados. A
uno de estos se denomina éxito y tiene una probabilidad de ocurrencia p vy al otro,
fracaso, con una probabilidad g = 1 - p. En la distribucion binomial el anterior experimento
se repite n veces, de forma independiente, y se trata de calcular la probabilidad de un

determinado nUmero de éxitos. Para n = 1, la binomial se convierte, de hecho, en una

distribucion de Bernoulli.

Para representar que una variable aleatoria X sigue una distribucion binomial de

pardmetros n y p, se escribe:

X ~ B(n,p)

Las siguientes situaciones son ejemplos de experimentos que pueden modelizarse por esta

distribucion:

e Selanza un dado diez veces y se cuenta el nUmero X de tres obtenidos: entonces X

~B(10, 1/6)

e Selanza una moneda dos veces y se cuenta el nUmero X de caras obtenidas:

entonces X ~ B(2, 1/2)

2.2.1 Experimento binomial

Existen muchas situaciones en las que se
presenta una experiencia binomial. Cada

uno de los experimentos es independiente
de los restantes (la probabilidad del
resulfado de un experimento no depende
del resultado del resto). El resultado de

cada experimento ha de admitir sélo dos

categorias (alas que se denomina éxito y
fracaso). Las probabilidades de ambas
posibilidades han de ser constantes en

tfodos los experimentos (se denotan como p

ygopyl-p).

= sreee
— ‘_’— -— -_F"'—T
-— - -—
==)
S . -
.
-
=
p= - = -—
= - .
=
-
o - - — p=0.5 and N=20
- - b * p=0.7 and N=20
- - - p=0.5 and N=40
4 sssesdsscliese®

= r T T T 1

0 10 20 30 40

Se designa por X a la variable que mide el nUmero de éxitos que se han producido en

los n experimentos.

Cuando se dan estas circunstancias, se dice que la variable X sigue una distribucién de

probabilidad binomial, y se denota B(n,p).

Siempre np<=5.

Tabla con datos y paradmetros caracteristicos distribucion de Binomial

Parametros
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Dominio

Funcion de probabilidad

Funcion de distribucion
Media

Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

Entropia

Funcién generadora de momentos

Funcién caracteristica

Ejemplo:

51

P(X =20) = (20

2.2.2 Distribucion Binomial con R
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ked{0,...,n}

(:)pk(l -p)"

I _p(n — k], 1+ [K])

np

unode 17P], [np] )1

L(n+1)p]

np(l - p)

1—-2p
np(1—p)

1 —6p(1—p)
np(1—p)

% In (27nep(1 — p)) + O (%)

(1—p+ pe)”

(1-p+pe)"

Supongamos que se lanza un dado (con 6 caras) 51 veces y queremos conocer la
probabilidad de que el numero 3 salga 20 veces. En este caso tenemos una X ~

B(51, 1/6) y la probabilidad seria P(X=20):

/ey - /e
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Variable Aleatoria

Cuantiles... Es el mayor valor ¢, tal que para una probabilidad dada p: P(xScp)>=p y
P(x>cp)>= 1-p

Probabilidades binomiales (discretas)... valores de la funcién de probabilidad.

Probabilidad acumulada... para un valor dado ¢ de una variable aleatoria, (v.a.), calcula
P(x<c) 6 P(x>c).

Grdfica... , representa la funcién de probabilidad o la funcién de distribucion.

Muestra aleatoria... genera datos aleatorios especificando el niUmero de muestras (filas) y
el tamano muestral (columnas).

Por comandos:

: funcion de probabilidad o densidad

probabilidad acumulada, funciodn de distribuciodn

QO T QA

cuantil

r: genera numeros aleatorios

Ejemplo.- Se propone un examen de test consistente en 25 cuestiones. Cada cuestiodn
tiene 5 respuestas listadas, siendo correcta s6lo una de ellas. Si un estudiante no
conoce la respuesta correcta de ninguna cuestidn y prueba suerte, queremos saber:
a) ¢Cudl es la probabilidad de responder exactamente 7 respuestas correctas?.

b) ¢Cudl es la probabilidad de acertar como maximo 9 respuestas?.

c) Si se aprueba el examen cuando se responden correctamente 13 cuestiones, ¢cudl

es la probabilidad de que pase el alumno que ha probado suerte?

.Table <- data.frame (Pr=dbinom(@:25, size=25, prob=0.2))

[1] 3.777893e-03 2.361183e-02 7.083550e-02 1.357680e-01 1.866811le-01
[6] 1.960151e-01 1.633459e-01 1.108419e-01 &.234855e-02 2.944237e-02
[11] 1.177695e-02 4.014869e-03 1.171003e-03 2.927509e-04 6.273233e-05
[16] 1.150093e-05 1.797020e-06 2.378409e-07 2.642676e-08 2.434044e-09
[21] 1.825533e-10 1.086627e-11 4.939212e-13 1.610613e-14 3.355443e-16
[26] 3.355443e-18

Comentario: Si se desea calcular la probabilidad de que la variable fome un solo valor,
por ejemplo, Pr[Bi(25, 0.2)=7], se puede hacer mediante el siguiente comando de R

> dbinom(7, size=25, prob=0.2)
[1] 0.1108419
Cuestion b).-Siendo x: Bi(n=25, p=0.2), se busca P(X<=9)

= phinom{c(9), size=25, prob=0.5, lower.tail=TRUE)
[1] 0.1147615
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El argumento de la funcién c(9) se refiere al conjunto formado por el valor 9 de la variable,
para el que se desea evaluar la funcién de distribucion.

En el caso de que se quiera evaluar dicha funcién para 4, 9, 3, se utilizard ese ‘conjunto
de valores’ asi:

= pbinom{c(4,9,3), size=25, prob=0.2,lower.tail=TRUE)
[1] 0.4206743 0.9826681 0.2339933

Para el atributo size de la llamada a la funcién pbinom hay que poner el valor del
pardmetro n de la variable Bi(n,p), y prob es el valor del pardmetro p; lower.tail=TRUE
indica que se desea obtener el valor de Ia funcién de distribucion. Si se pusiera
lower.tail=FALSE, calcularia Pr[ Bi(25, 0.2)>9]

Cuestion c): la probabilidad de aprobar serd la probabilidad de acertar 13 6 mds
cuestiones: Pr(X>=13), que equivale a Pr(X>12).

= pbinom(c(12), size=25, prob=0.2, lower.tail=FALSE)
[1] 0.000369048

Cuestion d): Se trata de ver qué conjunto formado por los valores mds pequenos posibles
de la variable Bi(25,0.2) tiene una probabilidad de ocurrir en torno al 95%.

| = gbinom{c(0.95), size=25, prob=0.2, Tower.tail=TRUE)
[1] &

Para interpretarlo, calculamos el valor de la funcién de distribucidén para X=8:

= pbinom{c(8), size=25, prob=0.2, lower.tail=TRUE)
[1] 0.9532258

Y para X=7, la funcion de distribucion vale (obsérvese también la funcién de
probabilidad para X=8):

= phinom(c(7), size=25, prob=0.2, Tower.tail=TRUE)
[1] 0.8908772

Dibujo de la funcién de densidad

= .¥ =- 0:12

= plot(.x, dbinom{.x, size=25, prob=0.2), xlab="Numero de weces", ylab="densidad",
nain="Dist. Binomial n = 25, p = 0.2", type="h")

= points{.x, dbinom(.x, size=25, prob=0.2), pch=1&)

= abline(h=0, col="gray")

= remove (. x)
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Dist. Binomial n =25, p = 0.2

densidad
0.10
1

005
|

0.00
-
—
—e
-
»

Numero de veces

= . o=- 0:12

= .x = repl.x, rep(2, length{.x)))

= plot(.x[-1], pbinom{.x, size=25, prob=0.2)[-length(.x)], xlab="Numero de wveces",
vlab="Probabilidad acumulada", main="Dist. Binomial: n = 25, p = 0.2", type="1")
= abline(h=0, col="gray")

= remove(. x)

Dist. Binomial: n =25, p =0.2

10

0.8

08

Probabilidad Acumulada
04

0z
|

Numero de veces

2.3 Distribucion geométrica (o de fracasos)
Consideramos una sucesion de v.a. independientes de Bernouilli,

X1.X2,....X,...donde Xi— Ber (p),i=1,2,...®

Una v.a. X sigue posee una distribucion geométrica, X—Geo(p). si esta es la suma del
numero de fracasos obtenidos hasta la aparicién del primer éxito en la sucesion {x;}i2,

La distribucién geométrica es un modelo adecuado para aquellos procesos en los que
se repiten pruebas hasta la consecucion del éxito a resultado deseado y tiene
interesantes aplicaciones en los muestreos realizados de esta manera . También
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implica la existencia de una dicotomia de posibles resultados y la independencia de las
pruebas entre si.

Esta distribucion se puede hacer derivar de un proceso experimental puro o de Bernouilli
en el que tengamos las siguientes caracteristicas

e El proceso consta de un niUmero no definido de pruebas o experimentos separados
o separables. El proceso concluird cuando se obtenga por primera vez el resultado
deseado (éxito).

e Cada prueba puede dar dos resultados mutuamente excluyentes: Ay no A

e La probabilidad de obtener un resultado A en cada prueba es p y la de obtener un
resultado no A es g, siendo (p+qg=1).

e Las probabilidades p y g son constantes en todas las pruebas, por tanto , las
pruebas ,son independientes (si se tfrata de un proceso de "extraccion" éste se
llevard a, cabo con devoluciéon del individuo extraido) .

e (Derivacién de la distribucion). Si en estas circunstancias aleatorizamos de forma
gue tomemos como variable aleatoria X = el nUmero de pruebas necesarias para
obtener por primera vez un éxito o resultado A, esta variable se distribuird con una
distribucion geométrica de pardmetro p.

A= Gip)

2.3.1 Funcién de densidad geométrica
De lo dicho anteriormente, tendremos que la variable X es el nUmero de pruebas
necesarias para la consecuciéon del primer

éxito. De esta forma la variables aleatoria GRAFICOS: DISTRIBUCION GEOMETRICA

toma valores enteros a partir del uno; P=01

{1.2,.0....... } _ g T
Funcién de masa de Funcién de distribucion
probabilidad acumulada

La funcién de densidad P(x) hard

corresponder a cada valor de X la g-

probabilidad de obtener el primer éxito "

precisamente en la X-sima prueba. Esto es,

P(X) serd la probabilidad del suceso obtener ‘ HH ||‘ '
| I 111, ;

aas

X-1 resultados "no A"y un éxito o resultado A
en la prueba nUmero X teniendo en cuenta
que todas las pruebas son independientes y que conocemos sus probabilidades
tendremos:

suceso= Ay Ay yAdy A =AnAn...~nAn A
" g ez '

Ll
x=1 wcas

dado que se frata de sucesos independientes y conocemos las probabilidades
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=1 veres

P(Ay=¢ y PAH=p
Consideremos el siguiente experimento:

Partimos de un experimento de Bernoulli donde la probabilidad de que ocurra un suceso
es p (éxito) y la probabilidad de que no ocurra g = 1- p (fracaso). Repetimos nuestro
experimento hasta conseguir el primer éxito. Definimos la variable aleatoria X, como el
numero de fracasos hasta que se obtiene el primer éxito. Entonces

P(x)=g""p

2.3.2 Funcioén de distribucion geométrica
En base a la funcidon de densidad se puede expresar la funcidén de distribucién de la
siguiente manera.

4
FX)=D4""p
¥l

desarrollando la expresion tendriamos

X

Fr:}f:l=p(1+q+q2+..+qx'1:'=p'11_q
i

1
de donde Fl&)=1-¢

La Funcion Generatriz de Momentos (F.G.M.) quedaria:

B[] = g = 2 o) -
o) = E[2"] Z}? P'q q;(e,q)

t

; n+l
p(qe ) T p g e P A
Lin — : T r P R =p(€ _{}f)
¥ g ge —1 g 1-ge 1-ge 8" —g

-1
. . . —
por lo que queda establecida que la F.G.M. tiene la expresion @) = p( e _{?)

En base ala FGM podemos obtener la media y varianza:

A g=p=@i(f)  PO=CDpE g e =pE —aTE D

t—0

{L{:_

Haciendo t =0 tendriamos que 12

ot =ay =it

La varianza seria

@ @) = (-2ple” —g) (e e+ (mepleT -~ =
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- = 2 1
= 2pp (N (DppT ==
Haciendo t =0 tendriamos que PF

U_’;g:%_ﬂg:E_l_l_l 1 1-p g

-7 I T T 2

De esta manera P p P B P P r
_ g

Luego Oj_pT

La moda es el valor de la variable que fiene asociada mayor probabilidad el valor de su
funcién de cuantia es el mayor. Es facil comprobar (véase simplemente la representacion
gréfica anterior) que P{x) £ Féris Yont& % media de la distribucion
geométrica es siempre 1.

En cuanto a la mediana Me serd aquel valor de la variable en el cual la funcidn de
distribucién toma el valor 0,5. Asi

F(M,)=1/2
FM)=1-g™ =1i2=¢™ =1/2
porlo que

-lnz
g

Milng=Inl-lnZ2=-ln2—= M, =

2.3.3 Ejemplo de uso de la distribucion geométrica

Un matrimonio quiere tener una hija, y por ello deciden tener hijos hasta el nacimiento
de una hija. Calcular el nUmero esperado de hijos (entre varones y hembras) que
tendrd el matrimonio. Calcular la probabilidad de que la pareja acabe teniendo tres
hijos o mdas.

Solucién: Este es un ejemplo de variable geométrica. Vamos a suponer que la
probabilidad de tener un hijo vardn es la misma que la de tener una hija hembra. Sea X
lav.a.

X =nUmero de hijos varones antes de nacer la nina
1 k1 1
Entonces X~~Geo (p = E) — PX=kl=¢q p= o

Sabemos que el nUmero esperado de hijos varones es E[X] = g/p= 1, por tanto el
numero esperado en total entre hijos varones y la nifa es 2.

La probabilidad de que la pareja acabe teniendo tres 0 mds hijos, es la de que tenga
2 0 mds hijos varones (la nina estd del tercer lugar en adelante), es decir,
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x diser.

p——,

PX =2 = 1-P[X <2
= 1-P[X <1]

1
= 1-PX=0-PX=1=1-p—gqp=-

£

2.3.4 Distribucion Geométrica con R
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
vdlidos que se basen en la distribucion Geométrica de variables aleatorias discretas.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Geométrica, R, dispone de cuatro
funciones:

| R: Distribucion Geométrica.

dgeom(x, prob, log = F) Devuelve resultados de la funcidon de
densidad.

pgeom|(q, prob, lower.tail =T, log.p = F)||Devuelve resultados de la funcién de
distribucion acumulada.

ggeom(p, prob, lower.tail =T, log.p = F)||Devuelve resultados de los cuantiles de la
Geomeétrica.

rgeom(n, prob) Devuelve un vector de valores de la
Geomeétrica aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles que representa el nUmero de fallos antes del primer éxito.

p: Vector de probabilidades.

n: NUmeros de valores aleatorios a devolver.

prob: Probabilidad de éxito en cada ensayo.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas como
log ().

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X <X],
de lo contrario, P [X > X].

Hay que indicar, que todas las funciones que emplea R para el estudio de la
distribucion Geométrica, x y g es el nUmero de fallos hasta el primer éxito, contenido en
el conjunto {0, 1, 2, 3,...}, su expresion es:

P(Y=y)=p-(1-p)y
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Esto es importante ya que la expresion dada, la x y g la definimos cémo el ensayo de
Bernoulli necesaria para obtener un éxito, contenido en el conjunto { 1, 2, 3,...}, cuya
expresion es:

P(X=x)=p-(1-p)x-1
Ambas son perfectamente vdlidas y sus resultados son iguales, teniendo en cuenta que:
Y=X-I.

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Imaginemos el siguiente problema: Un contador publico halla que en nueve de diez
auditorias empresariales se cometieron errores de importancia. Si en consecuencia,
revisa una serie de companias, determinar las probabilidades siguientes:

a) La primera cuenta que contiene errores serios, sea la tercera contabilidad
revisada.

b) La primera cuenta con errores serios se encontrara después de revisar la tercera.

Sea la variable aleatoria discreta X, los errores graves que se cometen en
auditorias empresariales.

Dicha variable aleatoria, sigue una distribucién Geométrica: X ~ G(0.9)

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X = 3), por lo tanto, sélo
necesitamos el valor que toma X en el punto 3 de la funcidn de densidad:

> dgeom(2, 0.9)
[1] 0.009

Por lo tanto, la probabilidad de que la primera cuenta que contiene errores serios sea
la tercera revisada es: 0.009.

Apartado b)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P X > 3), usamos la funcion de
distribucion acumulada indicando que el drea de cola es hacia la derecha:

= pgeom(2, 0.9, lower.tail = F)
[1] 0.001

Comprobamos el resultado obtenido operando en la desigualdad:
P(X>3)=1-P(X<3)=1-[P(X=1)+P(X=2)+P(X=3)]

=1 - (dgeom(0, 0.9) + dgeom(l, 0.9) + dgeom(2, 0.9))
[1] Do.001
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2.4 Distribucion Binomial Negativa

Esta distribucion puede considerarse como una extension o ampliacion de la distribucion
geométrica. La distribucion binomial negativa es un modelo adecuado para tratar
aquellos procesos en los que se repite un determinado ensayo o prueba hasta conseguir
un nUmero determinado de resultados favorables (por vez primera). Es por tanto de gran
utilidad para aguellos muestreos que procedan de esta manera. Si el nUmero de
resultados favorables buscados fuera 1 estariamos en el caso de la distribucion
geométrica. Estd implicada también la existencia de una dicotomia de resultados posibles
en cada prueba y la independencia de cada prueba o ensayo, o la reposicidn de los
individuos muestreados.

Esta distribucion o modelo puede hacerse derivar de un proceso experimental puro o de
Bernouilli en el que se presenten las siguientes condiciones

e FEl proceso consta de un niUmero no definido de pruebas separadas o separables .
El proceso concluird cuando se obtenga un determinado numero de resultados
favorables K

e Cada prueba puede dar dos resultados posibles mutuamente excluyentes Ay no A

e La probabilidad de obtener un resultado A en cada una de las pruebas es p siendo
la probabilidad de no A, g . Lo que nos lleva a que p+g=1

e Las probabilidades p y g son constantes en todas las pruebas. Todas las pruebas
son independientes. Si se trata de un experimento de extraccién éste se llevard
cabo con devoluciéon del individuo extraido, a no ser que se frate de una
poblacidn en la que el nUmero de individuos tenga de cardcter infinito.

e (Derivaciéon de la distribucion) Si, en estas circunstancias aleatorizamos de forma
que la variable aleatoria x sea "el nUmero de pruebas necesarias para
conseguir K éxitos o resultados A" ; entonces la variable aleatoria x seguird una
distribucién binomial negativa con pardmetros p y k serd entonces x = BN(p, k)

La variable aleatoria x podr& tomar sélo valores superiores a k x € {k,k+ 1,k + 2,,,,,}

2.4.1 Funcién de densidad Binomial Negativa
El suceso del que se trata podria verse como:

o . K veces
Ay Ay Ay yAyAyA v A

o lo que es lo mismo % Veces

K veces

_ _ _ _ —_—
fﬂﬂﬂﬂﬂﬂ....ﬂﬁﬂﬂﬂﬂ..ﬂ;@

L
N WESES

dado que las pruebas son independientes y conocemos que P(A)=p y P(no A)=q
Fveres
B v — kR R
gqq.cqgppp.op=q""p

o
X Veres
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que seria la probabilidad de x si el suceso fuera precisamente con los resultados en ese
orden. Dado que pueden darse otfros drdenes, en concreto formas u érdenes distintos . La
funcidn de densidad de la distribucion binomial negativa quedard como:

=1 _x—k
Flx)= G - pF
() [x_ k] 71
La funcién generatriz de momentos serd (segin nuestra aleatorizacion) para una BN(k,p).

_ A TR Rl N N S S s P
@)= E["] =T [x!__k]pq P'Ye [xj_k_q

-k

- p"’( e —c;r) = (t)

Aplicando el teorema de los momentos hallamos media y varianza que resultan ser:

F 2

Tabla con datos y parametros caracteristicos distribucion de Binomial Negativa

Parametros r = 0 (real)
0 < P < 1(real)

Dominio ke {05152:-"}
Funcién de probabilidad F(T + -'TC) r k
(] —
it P P)
Funcién de distribucién Ip(’ﬁ k+ 1) donde IP(I: y)es la funcién beta

incompleta regularizada

Media z
P

Moda [(r—1)(1—p)/p|sir>1
Dsir<1

Varianza 1—_]}
T

pE
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Coeficiente de simetria 2—p
r(1—p)
Curtosis 6 P?
-+
r r(l-p)
T
Funcion generadora de P
momentos 1 — (1 — p)Et
T
Funcién caracteristica P
[—(1-p)e

2.4.2 Ejemplo de variable Binomial Negativa

Para tratar a un paciente de una afeccidon de pulmdn han de ser operados en
operaciones independientes sus 5 [6bulos pulmonares. La técnica a utilizar es tal que si
todo va bien, lo que ocurre con probabilidad de 7/11, el Ibbulo queda definitivamente
sano, pero si no es asi se deberd esperar el tiempo suficiente para intentarlo
posteriormente de nuevo. Se practicard la cirugia hasta que 4 de sus 5 I6bulos funcionen
correctamente.

sCudl es el valor esperado de intervenciones que se espera que deba padecer el
paciente?

sCudl es la probabilidad de que se necesiten 10 intervenciones?

Solucioén: Este es un ejemplo claro de experimento aleatorio regido por una ley
binomial negativa, ya que se realizan intervenciones hasta que se obtengan 4 [6bulos
sanos, y ‘este es el criterio que se utiliza para detener el proceso. Identificando los
pardmetros se tiene:

X = nUmero de operaciones hasta obtener r = 4 con resultado positivo

[

k+?"—1 Eor
11 qp

XuEn(r=4.p=L) AE}?J[X:I.;]:( i

Lo que nos interesa es medir el nUmero de intervenciones, Y , mas que el nUmero de
éxitos hasta el r—-eximo fracaso. La relaciéon entre ambas v.a.

es muy simple:

Y=X+r
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Luego

rp 4-7/11
EY]=EX+r=EX]+r="24,=21 41
[Y] X +r] [X]+r p 47 VN +

Luego el nUmero esperado de intervenciones que deberd sufrir el paciente es de 11. La
probabilidad de que el nUmero de intervenciones sea Y = 10, esla de que X =10 - 4 = 6.

Por tanto:

A6 74
‘P[Y:ll}]=‘P[X=G]=(G+§_1 )qﬂp-*=s4-(i) (1_‘1) =0,03185

2.4.3 Distribucion Binomial Negativa con R
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados

vdlidos que se basen en la distribucién Binomial Negativa de variables aleatorias discretas.

Para obtener valores que se basen en la distribucién Binomial Negativa, R, dispone de
cuatro funciones:

Distribucion Binomial Negativa.

Devuelve resultados de la funcion
de densidad.

pnbinom(q, size, prob, mu, lower.tail =T, log.p = F) ||Devuelve resultados de la funcién
de distribuciéon acumulada.

dnbinom(x, size, prob, mu, log = F)

gnbinom(p, size, prob, mu, lower.tail =T, log.p = F) ||Devuelve resultados de los
cuantiles de la Binomial Negativa.

rnbinom(n, size, prob, mu) Devuelve un vector de valores de
la Binomial Negativa aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:

x: Vector de cuantiles (Valores enteros positivos). Corresponde a nUmero de pruebas
falladas.

q: Vector de cuantiles.

p: Vector de probabilidades.

n: NUmeros de valores aleatorios a devolver.

prob: Probabilidad de éxito en cada ensayo.

size: NUmero total de ensayos. Debe ser estrictamente positivo.

mu: Parametrizacién alternativa por la media.

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC
26

Capitulo: Distribucion de variable discreta



Variable Aleatoria

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas como log
(P).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X < x], de
lo contrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Imaginemos el siguiente problema: Suponga que el 90% de los motores armados no estan
defectuosos. Encuentre la probabilidad de localizar el tercer motor sin defecto:
a) En el quinto ensayo.

b) En el quinto ensayo o antes.

Sea la variable aleatoria discreta X, motores armados que no estdn defectuosos.
Dicha variable aleatoria, sigue una distribucién Binomial Negativa con pardmetros:
r = 3. Tercer motor sin defecto.
P(X) =0.9
Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X = 5), por lo tanto, sélo necesitamos
el valor que toma X en el punto 5 de la funcién de densidad:

= dnbinom{5-3, 3, 0.9)
[1] 0.04374

Apartado b)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X < 5), usamos la funcién de
distribucidén acumulada teniendo en cuenta que, el drea de cola es hacia la izquierda:

= pnbinom{5-3, 3, 0.9, lower.tail = T
[1] ©.99144

2.5 Distribucion Hipergeométrica

En teoria de la probabilidad la distribuciéon hipergeométrica es una distribucién discreta
relacionada con muestreos aleatorios y sin reemplazo. Suponga que se tiene una
poblacion de N elementos de los cuales, d pertenecen a la categoria A y N-d a la B.
La distribucién hipergeométrica mide la probabilidad de obtener x (0sx< d) elementos
de la categoria A en una muestra sin reemplazo de n elementos de la poblacion
original.

Hasta ahora hemos analizado distribuciones que modelizaban situaciones en las que
se realizaban pruebas que entranaban una dicotomia (proceso de Bernouilli) de
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manera que en cada experiencia la probabilidad de obtener cada uno de los dos
posibles resultados se mantenia constante. Si el proceso consistia en una serie de
extracciones o selecciones ello implicaba la reposicidon de cada extracciéon o seleccidon, o
bien la consideracién de una poblacidén muy grande. Sin embargo si la poblacion es
pequena y las extracciones no se remplazan las probabilidades no se mantendrdn
constantes. En ese caso las distribuciones anteriores no nos servirdn para la modelizar la
situacién. La distribucién hipergeométrica viene a cubrir esta necesidad de modelizar
procesos de Bernouilli con probabilidades no constantes (sin reemplazamiento) .

La distribuciéon hipergeométrica es especialmente Util en todos aquellos casos en los que
se extraigan muestras o se realizan experiencias repetidas sin devolucion del elemento
extraido o sin retornar a la situacién experimental inicial.

Modeliza , de hecho, situaciones en las que se repite un nUmero determinado de veces
una prueba dicotdbmica de manera que con cada sucesivo resultado se ve alterada la
probabilidad de obtener en la siguiente prueba uno u otro resultado. Es una distribucion
fundamental en el estudio de muestras pequenas de poblaciones .pequenas y en el
cdlculo de probabilidades de, juegos de azar y tiene grandes aplicaciones en el control
de calidad en otros procesos experimentales en los que no es posible retornar a la
situacion de partida.

La distribuciéon hipergeométrica puede derivarse de un proceso experimental puro o de
Bernouilli con las siguientes caracteristicas:

e El proceso consta de n pruebas , separadas o separables de entre un conjunto de
N pruebas posibles.

e Cada una de las pruebas puede dar Unicamente dos resultados mutuamente
excluyentes: Ay no A.

e Enla primera prueba las probabilidades son :P(A)=p y P(A)= g ;con p+g=1. Las
probabilidades de obtener un resultado A y de obtener un resultado no A
varian en las sucesivas pruebas, dependiendo de los resultados anteriores.

e (Derivacién de la distribucion) . Si estas circunstancias a leatorizamos de forma
que la variable aleatoria X sea el nUmero de resultados A obtenidos en n
pruebas la distribucion de X serd una Hipergeométrica de pardmetros N,n,p
asi A= H(N.np)

Un tipico caso de aplicacion de este modelo es el siguiente :

Supongamos la extraccion aleatoria de n elementos de un conjunto formado por N

elementos totales, de los cuales Np son del tipo A y Ng son del tipo 4 (p*+g=1) .Si
realizamos las extracciones sin devolver los elementos extraidos , y llamamos X. al
numero de elementos del tipo A que extraemos en n extracciones X seguird una
distribucion hipergeométrica de pardmetros N, n, p

2.5.1 Funcién de densidad distribucién Hipergeométrica
La funcién de densidad de una distribuciéon Hipergeométrica hard corresponder a
cada valor de la variable X (x=0,1,2, ... n) la probabilidad del suceso "obtener x
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resultados del tipo A", y (n-x) resultados del tipo no A en las n pruebas realizadas de enfre
las N posibles.

Veamos :

Hay un total de  ("P)('?) formas diistintas de obtener x resultados del tipo A y n-x del tipo
A, si partimos de una poblacidon formada por Np elementos del tipo A y Ng elementos del
tipo A

Por otro lado si realizamos n pruebas o extracciones hay un total de (’7\:) posibles muestras (
grupos de n elementos)aplicando la regla de Laplace tendriamos

i |
b _
P(%) _casas faw:-r.'cz 25 o5 decir x) - x |ln-x
casas pasibles N
H
gue para valores de X comprendidos entre el conjunto de enteros O,1,.... .n serd la

expresion de la funcidn de cuantia de una distribuciéon , Hipergeométrica de pardmetros
N,n.p .

2.5.2 Mediay varianza.

Considerando que una variable hipergeométrica de pardmetros N, n, p puede
considerarse generada por la reiteracion de un proceso dicotdmico n veces en el que las
n dicotomias NO son independientes ; podemos considerar que una variable
hipergeométrica es la suma de n variables dicotémicas NO independientes.

Es bien sabido que la media de la suma de variables aleatorias (sean éstas
independientes o no) es la suma de las medias y por tanto la media de una
distribucién hipergeométrica serd , como en el caso de la binomial : p=np

En cambio si las variables sumando no son independientes la varianza de |la variable
suma no serd la suma de las varianzas.

Si se evalUa el valor de la varianza para nuestro caso se obtiene que la varianza de
una distribucion hipergeométrica de pardmetros N,n,p es:si X = H(N,n,p)

MN—n

MN-1

0_2 = Mg

Esta forma resulta ser la expresion de la varianza de una binomial (n, p) afectada por
un coeficiente corrector [N-n/N-1] , llamado coeficiente de exhaustividad o Factor
Corrector de Poblaciones Finitas (F.C.P.F.) y que da cuenta del efecto que produce la
no reposicion de los elementos extraidos en el muestreo.

Este coeficiente es tanto mds pequeno cuanto mayor es el tamano muestral (nUmero
de pruebas de n ) y puede comprobarse como fiende a aproximarse a 1 cuando el
tamano de la poblacién N es muy grande . Este Ultimo hecho nos confirma lo ya
comentado sobre lairrelevancia de la reposicion o no cuando se realizan extracciones
sucesivas sobre una poblaciéon muy grande. Con una poblacién muy grande se cual
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fuere el tamano de n, el factor corrector seria uno lo que convertiria , en cierto modo a la
hipergeométrica en una binomial (ver D. Binomial).

2.5.3

Limite de la distribucion Hipergeométrica cuando N tiende a infinito.

Hemos visto como la media de la distribuciéon hipergeométrica [H{N,n,p)], tomaba

hipergeométrica (100000,10,0,2)

0.4 .
03r i 7]
[m} .

a2 r . 7]
01 " T ]
[ o ]
Y o S S O L. LR N s
0.0 2.0 4.0 G.0 a.0 10.0

#

siempre el mismo valor que la media de
una distribucion binomial [B{n,p)] también
hemos comentado que si el valor del
pardmetro N crecia hasta aproximarse a
infinito el coeficiente de exhaustividad
tendia aser 1, y, por lo tanto, la varianza
de la hipergeométrica se aproximaba a
la de la binomial : puede probarse
asimismo , cémo la funcién de cuantia
de una distribucién hipergeométrica
tiende a aproximarse a la funcion de
cuantia de una distribucién binomial
cuando N - o

Puede comprobarse en la representacion
grdfica de una hipergeométrica con N

=100000 como ésta ,es idéntica a la de una binomial con los mismos pardmetros restantes

ny p , que utilizamos al hablar de Ia binomial.

2.5.4 Moda de la distribuciéon Hipergeométrica

De manera andloga a como se obtenia la moda en la distribucion binomial es facil
obtener la expresidon de ésta para la distribucion hipergeométrica. De manera que su
expresion X0 seria la del valor o valores enteros que verificasen.

Mipn-gr+n-1
N+32

Mpun+tpi+an+l
N+32

X, <

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion Hipergeométrica

Parametros

Dominio

Funcion de probabilidad
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. T
Media —
N
Moda (?1 -+ 1)(m + 1)
N+ 2
Varianza n(m/N)(1— (m/N))(N —n)
(N—1)
Coeficiente de simetria (f\-r = Zm}(N = 1}%(;\; — 2?1}
[nm(N — m)(N — n)]Z(N — 2)
Curtosis f\ﬂ(f\r — 1)
(N — 2)(N — 3)(N —n)
_ N(N +1) —6N(N —n)
m(N —m)
3n(N —n)(N + 6)
+ N2 —6
., N—m .
Funcién generadora de ( n ) aFy (—n,—m;N —m—n+1:et)
momentos(mgf) (f\-)
o s N—m ) .
Funcion caracteristica ( " )gF-l{—ﬂ,—m;h—m—n+1;E”:l
(%)

2.5.5 Ejemplo:

Tenemos una baraja de cartas espanolas (N = 40 naipes), de las cuales nos vamos a
intferesar en el palo de oros (D = 10 naipes de un mismo fipo). Supongamos que de esa
baraja extraemos n = 8 cartas de una vez (sin reemplazamiento) y se nos plantea el
problema de calcular la probabilidad de que hayan k = 2 oros (exactamente) en esa
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extraccion. La respuesta a este problema es

casos favorables

P2 oros en un grupo de 8 cartas] = :
casos posibles

2 naipes i maipes
*
entre los oros de otros palos

% naipes
cualesquiera

() (3) () (%)
(¥) (%)

En lugar de usar como dato D es posible que tengamos la proporcion existente, p, entre el
numero total de oros y el nUmero de cartas de la baragja

D 10 D=N-p

p:h—r_

1
nm-_ 1

N-qg
N n—k

Prob|k oros en un grupo de n cartas| =

2.5.6 Distribucion Hipergeométrica con R

En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
vdlidos que se basen en la distribucion Hipergeométrica de variables aleatorias
discretas.

Ya que aqui sélo se expondrd cdémo es el manejo de las funciones, se recomienda que
se visite el capitulo: Variables Aleatorias Discretas y Distribuciones de Probabilidad,
para determinar en qué consiste dicha distribucion.

Para obtener valores que se basen en la distribucién Hipergeométrica, R, dispone de
cuatro funciones:

Distribucion Hipergeométrica.

dhyper(x, m, n, k, log = F) Devuelve resultados de la funciéon de
densidad.
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phyper(q, m, n, k, lower.tail =T, log.p = F)

Devuelve resultados de la funcién de
distribucion acumulada.

ghyper(p, m, n, k, lower.tail =T, log.p = F)

Devuelve resultados de los cuantiles de
la Hipergeométrica.

rhyper(nn, m, n, k)

Devuelve un vector de valores de la
Hipergeométrica aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:

X, q: Vector de cuantiles. Corresponde al nUmero de particulares en la muestra.

m: Seleccidon aleatoria particular.

n: El nUmero total de la poblacion menos la seleccion aleatoria particular. n = N -

m.

n: El nUmero de la seleccion a evaluar.

prob: Probabilidad.

nn: NUmero de observaciones.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas como

log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X

<x], de lo conftrario, P [X > x].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos dos ejemplos de

aplicacion.

del grupo de 30?

Imaginemos el siguiente problema: De un grupo de 30 desempleados, se eligen 8
aleatoriamente con el fin de contratarlos.

iCudl es la probabilidad de que entre los 8 seleccionados, estén los 3 mejores

Sea la variable aleatoria discreta X, mejores ingenieros de un grupo.

Dicha variable aleatoria, sigue una distribucion Hipergeométrica con parédmetros:

N = 30. NUmero total de desempleados.

n = 8. Muestra aleatoria de la poblacion total de desempleados (30 empleados).

r = 3. Conjunto de 3 desempleados estén los 3 mejores.

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X = 3), por lo tanto, sélo
necesitamos el valor que foma X en el punto 3 de la funcién de densidad:

= dhyper(3,8,30-8,3)
[1] 0.0137931
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Un producto industrial, se envia en lotes de 20 unidades. Se muestrean 5 articulos
de cada lote y el rechazo del lote completo si se encuentra mas de un articulo
defectuoso.

Si un lote contiene 4 articulos defectuosos, ¢cual es la probabilidad de que sea
rechazado?

Sea la variable aleatoria discreta X, nUmero de articulos para que el lote sea rechazado.
Dicha variable aleatoria, sigue una distribucién Hipergeométrica con pardmetros:

N =20. NUmero total de unidades.

‘n = 5. Muestra aleatoria de la poblacion total de cada lote (20 unidades en cada lote).
-1 = 4. Arficulos defectuosos en un lote.

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P(X > 1), empleamos la funcion de
distribucion acumulada indicando que, el drea de cola es hacia la derecha:

= phyper(1, 5, 20-5, 4, lower.tail = F)
[1] 0.24871

Para demostrar dicho resultado, operamos sobre la desigualdad:
P(X>1)=1-P(X<1)=1-[P(X=0)+P(X=1)]

Por lo tanto:

> 1 - (dhyper(0, 5, 20-5, 4) + dhyper(1, 5, 20-5, 4))
[1] 0.24E871

2.6 Distribucion de Poisson

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucidon de Poisson es una distribucion de
probabilidad discreta que expresa, a partir de una frecuencia de ocurrencia media, la
probabilidad de que ocurra un determinado niUmero de eventos durante cierto
periodo de tiempo. Concretamente, se especializa en la probabilidad de ocurrencia
de sucesos con probabilidades muy pequenas, o sucesos "raros'.

Esta distribucion es una de las mds importantes distribuciones de variable discreta. Sus
principales aplicaciones hacen referencia a la modelizacion de situaciones en las que
nos interesa determinar el nUmero de hechos de cierto tipo que se pueden producir en
un intervalo de tiempo o de espacio, bajo presupuestos de aleatoriedad y ciertas
circunstancias restrictivas. Otfro de sus usos frecuentes es la consideracion limite de
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procesos dicotdmicos reiterados un gran nimero de veces sila probabilidad de obtener
un éxito es muy pequena.

Esta distribucion se puede hacer derivar de un proceso experimental de observacion en el
que tengamos las siguientes caracteristicas

e Se observa la realizacion de hechos de cierto tipo durante un cierto periodo de
tiempo o alo largo de un espacio de observacion

e Los hechos a observar fienen naturaleza aleatoria; pueden producirse o no de una
manera no deterministica.

e La probabilidad de que se produzcan un nUmero x de éxitos en un intervalo de
amplitud t no depende del origen del intervalo (Aunque, si de su amplitud)

e La probabilidad de que ocurra un hecho en un intervalo infinitésimo es
prdcticamente proporcional a la

amplitud del infervalo. 0.40 . : ,
0.35} “9 e A=1 |

e La probabilidad de que se \ e A4
produzcan 2 o mds hechos en un 0.30 'ul ]
intervalo infinitésimo es un -0250 | @ A=10

infinitésimo de orden superior a dos.

¥ 0.20
e En consecuencia, en un intervalo = 0.15
infinitésimo podrdn producirse 0 ¢ 1 0.10
hecho pero nunca mds de uno

0.05
e Sien estas circunstancias ,
0.00

aleatorizamos de forma que la 0 5 10 15 20

variable aleatoria X signifique o K

designe el "numero de hechos que se producen en un intervalo de tiempo o de
espacio", la variable X se distribuye con una distribucién de pardmetro A.

Asi: x= @)

El pardmetro de la distribucion es, en principio, el factor de proporcionalidad para la
probabilidad de un hecho en un intervalo infinitésimo. Se le suele designar como
pardmetro de intensidad, aungue mds tarde veremos que se corresponde con €l
numero medio de hechos que cabe esperar que se produzcan en un intervalo unitario
(media de la distribucion); y que también coincide con la varianza de la distribucion.

Por otro lado es evidente que se trata de un modelo discreto y que el campo de
variacién de la variable serd el conjunto de los nUmero naturales, incluido el cero:
x €[0,1,2,3,4......]

2.6.1 Funcion de densidad distribuciéon de Poisson
A partir de las hipdtesis del proceso, se obtiene una ecuacion diferencial de definicidon
del mismo que puede integrarse con facilidad para obtener la funcidon de cuantia de
la variable "nUmero de hechos que ocurren en un intervalo unitario de tiempo o
espacio " Que seria: _

Y

Plx)= =
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2.6.2 Funcion de distribucion de Poisson
La funcidén de distribucién vendrd dada por:

o ] IOW
- L | 3
X ok p% S e oo
F(X)=> © *o [ 3]
= x! © _| ecC o
Funcion Generatriz de Momentos °
~ ee b —_— =1
Su expresion serd : R L > [ 4
-i. i N ¢ L ) —
gﬁ(ﬁ): E[Ef'x] =$£H-u=€_i-$ Ex./%’x = © | 23] }\' 10
= x! o x! ° leseees®
o
2 3 [ [ [ [ [
.t A A8t
_ iy, AE _ 0 5 10 15 20
=g |1+ T + X + 3 Frnt o=

1 2 3
dado que tendremos que £*=[1+x_+x_+x_+ +]

@(f)zg_ﬂ-gﬂgf luego : @ﬂ =€/1[€3—1]

Para la obtencién de la media y la varianza aplicariamos la F.G.M.; derivéindola
sucesivamente e igualando t a cero .

Asl.
’ ;L:E[x]:afl donde o = @' (¢)
f—0
@ (H)= A 2 _j][:et D=1e"=4

f—0

Una vez obtenida la media , obtendriamos la varianza en base a :
o =a -
& =" () ast

t—=l

Aet-l) 4 Ale-1]
()= Aete T H( Q) e

haciendo t =0 Q}H (t=0)= A+ A7

=] — 2 2 _
porloque“'jj R R A Y
asi se observa que media y varianza coinciden con el pardmetro del modelo siendo , &

En cuanto ala moda del modelo tendremos que serd el valor de la variable que tenga
mayor probabilidad , por tanto si Mo es el valor modal se cumplird que :
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Y, en particular: P{Ma) > P(Ma+ 1)}:> P(Mz) 2 P(x)
FiMa) 2 PMa-1)

A partir de estas dos desigualdades, es muy sencillo probar que la moda tiene que

verificar: A-12M2 24 pe manera que la moda serd la parte entera del pardmetro A o
dicho de ofra forma, la parte entera de la media

Podemos observar como el intervalo al que debe pertenecer la moda tiene una amplitud
de una unidad , de manera que la Unica posibilidad de que una distribuciéon tenga dos
modas serd que los extremos de este intervalo sean numeros naturales, o lo que es lo
mismo que el pardmetro A sea entero, en cuyo caso las dos modas serdn -1y A .

2.6.3 Teorema de adicion.
La distribuciéon de Poisson verifica el teorema de adicion para el pardmetro A .

"La variable suma de dos 0 mds variables independientes que tengan una distribucién de
Poisson de distintos pardmetros A (de distintas medias) se distribuird, también con una
distribucién de Poisson con pardmetro A la suma de los pardmetros A (con media, la suma
de las medias):

En efecto:

Sean x e y dos variables aleatorias que se distribuyen con dos distribuciones de Poisson de
distintos pardmetros siendo ademads x e y independientes

A TR ) y=e ()

Debemos probar que la variable Z= x+y seguird una Poisson con pardmetro igual a la
suma de los de ambas: = 55'()'1 4 ),I = 4,)

En base alas F.G.M

para X ﬂ(ﬂ =€/’!1[€t_1]
Para 'Y g)y(f) = {?Az[ej_l]

De manera que la funcidén generatriz de momentos de Z serd el producto de ambas ya
gue son independientes :

@O =p)re(t)= E?Al[et_l] -e::ﬁg[ej_l] _ Eﬁ%[ez_l]

Siendo

0= e,lp;sg[em]

la F.G.M de una Poisson 7 55'()& + AQ =A)
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2.6.4 Convergencia de la distribucion binomial a la Poisson

Se puede probar que la distribucion binomial tiende a converger a la distribuciéon de
Poisson cuando el pardmetro n tiende a infinito y el pardmetro p tiende a ser cero, de
manera que el producto de n por p sea una canfidad constante. De ocurrir esto la
distribucién binomial tiende a un modelo de Poisson de pardmetro A igual a n por p

Este resultado es importante a la hora del cdiculo de probabilidades , o, incluso a la hora
de inferir caracteristicas de la distribucion binomial cuando el nUmero de pruebas sea muy

grande (n—x)y la probabilidad de éxito sea muy pequena (p—0).

El resultado se prueba, comprobando como la funcidén de cuantia de una distribucién

binomial con (n—°) y (p—0) tiende a una funcién de cuantia de una distribucién de
Poisson con A=n p siempre que este producto sea una cantidad constante ( un valor finito)

En efecto :la funcion de cuantia de la binomiales Py x) = [H]pxq”-x
X
Y llamamos A=n o tendremos que:

f - holt
Pxy = BB D=2, s ( —x+1)_,;1_:_ 1—'4’ _
X! M
\ T
(A ([, A)
p(ﬂ:i.[pl] ...... [1_x_1 A I-=111-Z| ==
! # ! x! i1 , 71
. i __3_
reolizondq{l}ulj}}%ﬂfj = E'f que es la funcién de cuantia de una distribucién de

Poisson

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion de Poisson

Parametros AE (U,GO)
Dominio ke {0,1,2,...}
Funcién de probabilidad e M\
k!
i6n de distribucié I'(|k+1],A
Funcién de distribucion (|_ ’J: ) e I 2 0
U‘?J : (dénde C(2,4)es 1a
Funcién gamma incompleta)
Media A

BY NC

38

Capitulo: Distribucion de variable discreta


https://www.uv.es/ceaces/tex1t/2%20conver/t%20conver.htm

Variable Aleatoria

La cenftralita telefénica de un hotel recibe un n° de llamadas por minuto que sigue una

Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

Entropia

Funcion generadora de
momentos

Funcién caracteristica

usualmente cerca de [A 4+ 1/3 —0.02/A]

[A] =1
A
A—lf?
34+ A1
o0 & !
A1 =In()\)]+e? A In(kl)
k=0 k’

exp(A(e’ — 1))

exp(A(e’ — 1))

ley de Poisson con pardmetro 1=0.5. Determinar las probabilidades:

a) De que en un minuto al azar, se reciba una Unica llamada.

b) De que en un minuto al azar se reciban un mdximo de dos llamadas.

c) De que en un minuto al azar, la centralita quede bloqueada, sabiendo que no
puede realizar mds de 3 conexiones por minuto.

d) Se reciban 5 llamadas en dos minutos

e
e

ok Wk O
[ B e T Y e e e

La funcién round (x, 4) redondea al valor mds proximo en x, con 4 posiciones decimales

.Table

Pr
L0065
L3033
L0758
L0126
L0016
L0002

= .Table =- data.frame(Pr=round{dpois(0:5, lambda=0.5), 43}
rownames (. Table) <=- 0:5

Si sdlo se quiere la Pr[Poisson(0.5)=1], simplemente llamando a la funcién dpois
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= dpois(1l, Tambda=0.5)
[1] ©0.3032653

Cuestion b): Hay que calcular P(Pois(0.5)<=2).

= ppois{c(2), Tambda=0.5, Tlower.tail=TRUE)
[1] D.9856123

Cuestion c) Nuestra pregunta es: P(Pois(0.5)>3)

= ppois(c(3), lambda=0.5, lower.tail=FALSE)
[1] 0.001751623

Cuestion d) Ahora la pregunta es: P(Pois(1)=5)).

> dpois(5, lambda=1)
[1] 0.0030&65662

Grdfica de la distribucion de Poisson

funcion de probabilidad

X <- 0:5

plot(.x, dpois{.x, Tambda=0.5), xlab="x", ylab="Funcion de probabilidad",
main="Distribucion Poisson: Media = 0.5", type="h")

points(.x, dpois{.x, lambda=0.5), pch=18)

ablinelh=0, col="gray")

removel . %))

VoUW o+ WY

Distribucion Poisson: Media = 0.5

Funcién de probabilidad
0.2 04 08 08
I

0.1

0.0
|

T T T T T
0 1 2 3 4

e

funcidén de distribucion
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> .X <- 0:5

= .x <- rep{.x, rep(2, Tength(.x)))

= plot{.x[-1], ppois(.x, lambda=0.5)[-length{.x)], xlab="x", ylab="Funcidn de Distr
ibucian'”,

+ main="Distribucidn Foisson: Media = 0.53", type="1")

= abline(h=0, col="gray")

= removel.x)

Distribucion Poisson: Media = 0.5

1.0

P

08 09
| |

Funcién de Distribucién

0.7
|

2.7 Simulacion de variables discretas con R

Por ejemplo queremos hacer la simulacion de lanzamiento de un dado: son 6 resultados
posibles. La semilla de inicio de los generadores de niUmeros aleatorios de R la genera el
sistema de modo automdtico en funcién de fecha y hora.

Utilizamos la siguiente funcién en R

sample(x, tamafo, replace = FALSE, prob = NULL).

Veamos los Argumentos:

e Xx: vector de mas de un elemento (real, complejo, caracter o 1légico) del
que elegir las ocurrencias. O un entero positivo, en cuyo caso se elige
del conjunto 1:x

e tamafo: entero no negativo que es el numero de ocurrencias o extracciones
a realizar.

e replace si la extraccion se hace o no con reemplazamiento.

e prob= vector de pesos a asignar a cada uno de los posibles valores que se
extraen del conjunto especificado por x. Por defecto, todos los valores

resultantes de x tienen la misma probabilidad.

> dados=sample{c( . ] . . ' ,
[1] "2" " "4 "
[20] "6" "2" "
[39] "

0, replace = TRUE); dados
4 \ e

G 2 G 5

1 5 4 4
[5&] "3" "3" "g" "g" "

a 3 1 4

5 a 1 1

|r2|r ' " |r5|r Ty 1w |r5|r "

woar

1
3 6 3 2 2 2 3
5 1 3 3 4 5 5]
B e - = R R
6 5 6 4 4 3 3
5 1 3 2 1 3 1
5

woa

o

1

4 1
Pomgm mgwom

6 1

5 2

woa

woorrer o

3 3 5
2 3 2 5

won " on mgm omem mg
momgeong 5 5
1 1 6 5

woon

LY,

(BT IR T T

w1

4
5

wongn

[F7] "a&" "3 " 2 - T S

(961 "

oo
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La funcién table hace una clasificacion de los niveles de resultados y sus frecuencias.

= table(dados); dados
dados

1 2 3 4 5 @6
17 18 17 14 19 15

para dibujar el diagrama de barras

I > barplot(table(dadoBueno))

> dadoBueno=sample{c('1","2","3",°4",'5","6" ), 10000, replace = TRUE)}; table(dadol
ano)
dadoBueno
1 2 3 4 5 5]
1683 1658 1716 1667 1e6o 1610
> barplot(table(dadoBusnoc))

1500

1000

500
I

o

1 2 3 4 5 6

Veamos un ejemplo de simulacién de un dado trucado, en el que damos los pesos 2,
3, 1,9, 8, 14 respectivamente a los resultados de 1 a 6

TRUE)
TRUE,prob = c(2,3,1,9,8,14))

= dadoBuenoNum=sample(c(1l:6), 100, replace
= dadoTrucoNum=sample(c(1:6), 1000,replace
= hist{dadoBuenoNum, breaks=c{0.5:6.5))
= table{dadoTrucoNum)
dadoTrucoNum

1 2 3 4 5 f

58 91 23 247 213 3268

Histogram of dadoBuenoNum

20

15

José

Freguency
10
I
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Veamos un ejemplo con el lanzamiento de una moneda trucada, cara con peso 2 y cruz
con peso 4:

> Moneda=sample(c(’'cara’,"cruz"), 20, replace = TRUE, prob = c(2,4))
= Moneda ;barplot{table(Monada))

[1] "cara" "cruz" "cruz" "cruz" "cruz" "cruz" "cruz" "cruz" "cruz" "cara" "cruz"
[12] "cara" "cara" "cruz" "cruz" “"cruz" "cruz" "cara" "cruz" "cara"

14
1

12

10

cara Cruz
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3 Distribucion de probabilidad continua

En teoria de la probabilidad una distribucion de probabilidad se llama continua si su
funcidn de distribucién es continua. Puesto que la funcidn de distribucion de una variable
aleatoria X viene dada por Fx(x)=P(X < x), la definicidon implica que en una distribucion de
probabilidad continua X se cumple P[X = a] = 0 para todo nUmero real g, esto es, la
probabilidad de que X tome el valor a es cero para cualquier valor de a. Si la distribucién
de X es continua, se llama a X variable aleatoria continua.

Para una variable continua hay infinitos valores posibles de la variable y entre cada dos
de ellos se pueden definir infinitos valores mas. En estas condiciones no es posible deducir
la probabilidad de un valor puntual de la variable; como se puede hacer en el caso de
variables discretas, pero es posible calcular la probabilidad acumulada hasta un cierto
valor (funcién de distribucion de probabilidad), y se puede analizar como cambia la
probabilidad acumulada en cada punto (estos cambios no son probabilidades sino otro
concepto: la funcion de densidad.

En el caso de variable continua la distribucion de probabilidad es la integral de la funcién
de densidad, por lo que tenemos entonces que:

Fa)=PX<a) = [ f@)de

Sea X una variable continua, una distribucion de probabilidad o funcién de densidad de
probabilidad (FDP) de X es una funcién f(x) tal que, para cualesquiera dos nUmeros a vy b
siendo a<b.

P(a-:_ngb):f:f(a:)da:

La grdfica de f(x) se conoce a veces como curva de densidad, la probabilidad de que
X tome un valor en el intervalo [a, b] es el drea bajo la curva de la funcién de
densidad; asi, la funcién mide concentraciéon de probabilidad alrededor de los valores
de una variable aleatoria confinua.

P(a<X<b)= Area bajo la curva de f(x) entre ay b
Caracteristicas

f(x)20 para toda x

/_Zf(:t:)dle

lim F(z) =1 Es decir, la probabilidad de todo el espacio muestral es 1.

lim F(x)=0 Esdecir, laprobabilidad del suceso nulo es cero.

——20
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3.1 Distribucion Uniforme

En teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion Uniforme continua es una familia de
distribuciones de probabilidad para variables aleatorias continuas, tales que cada
miembro de la familia, todos los intervalos de igual longitud en la distribucidn en su rango
son igualmente probables. El dominio estd definido por dos pardmetros, ay b, que son sus
valores minimo y mdximo. La distribucion es a menudo escrita en forma abreviada como
U(a,b).

La distribucidon o modelo uniforme puede considerarse como proveniente de un proceso
de extraccion aleatoria .El planteamiento radica en el hecho de que la probabilidad se
distribuye uniformemente alo largo de un intervalo.

3.1.1 Funcion de densidad de probabilidad
La funcién de densidad de probabilidad de la distribucion uniforme continua es:

ﬁ paraa < x < b,

flz) =

0 paraxz<aox>bh,

Los valores en los dos extremos a y b no son por lo general importantes porque no afectan
el valor de las integrales de f(x) dx sobre el intfervalo, ni de x f(x) dx o expresiones similares.
A veces se elige que sean cero, y a veces se los elige con el valor 1/(b — a). Este Ultimo
resulta apropiado en el contexto de estimacion por el método de mdaxima verosimilitud.

Su representacion grafica serd :

)

® - - — —
=2

3.1.2 Funcién de distribucion de probabilidad
La funcidén de distribucién de probabilidad es:

Fl

0 parax < a

Flz)=< 7= paraa<z<b

1 parax > b . ,

Su representacion grdafica serd la de la figura

3.1.3 Funciones generadoras asociadas
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Funcion generadora de momentos

La funcidén generadora de momentos es

fh _ Efﬂ

Me =B = oy

a partir de la cual se pueden calcular los momentos mk

B a-+b
nmy = 2 .
a® + ab + b?
Mg = 3 ]

y, en general,

my, = k+1zabkt

Para una variable aleatoria que satisface esta distribucion, la esperanza matemdtica es
enfonces mi = (a + b)/2 y la varianza es (b — a)2/12.

Este modelo tiene la caracteristica siguiente :

[X <2< X+ AX]

Si calculamos la probabilidad del suceso

PlX<x<X+AY]- Ij“ ax =bM
b-a ot

Tendremos:

Este resultado nos lleva a la conclusion de que la probabilidad de cualquier suceso
depende Unicamente de la amplitud del intervalo (A X), y no de su posicién en la recta
real [a, b] . Lo que viene ha demostrar el reparto uniforme de la probabilidad a lo
largo de todo el campo de actuacién de la variable, lo que , por otra parte,
caracteriza al modelo.

En cuanto alas ratios de la distribucién tendremos que la media tiene la expresién:

1If:' —f;t _1|:b—a'||:f;n+a'|_g+f;.
IE: cz bh-a 2 b-a 2

La varianza tendrd la siguiente expresion:

Jz=¢.g—azf=E[xg]—,uz
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)
de donde wT E[xj] =‘L

por lo que o

dx =

p . 2
C1iE-a) a+b : {.b—ﬂ}

3 b-a

&) 12

-

Tabla con datos y parametros caracteristicos distribucion Uniforme

Pardmetros
Dominio

Funcion de densidad

Funcion de distribucién

Media
Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

José E. Martin UPG 2016 ©
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a,b € (—o0,00)

a<xr<h

ﬁ paraa <x <b

0 parax<aox>bh

0 para r < a
— paraa < x <b

1 parax = b
a+b

2
a+b

2

cualquier valor en [a, D]

(b~ a)?
12

0

¢

5
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Entropia In ( h— a)

Funcion generadora de momentos Efb _ eln
t(b— a)

Funcién caracteristica it _ ita
1t(b— a)

3.1.4 Distribucion Uniforme en R
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que

se basen en la distribucidon Uniforme.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Uniforme, R, dispone de cuatro
funciones:

| Distribucién Uniforme.

dunif(x, min=0, max=1, log = F) Devuelve resultados de la funciéon de
densidad.

punif(g, min=0, max=1, lower.tail =T, log.p = F)||Devuelve resultados de la funcién de
distribucién acumulada.
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qunif(p, min=0, max=1, lower.tail =T, log.p = F)

Devuelve resultados de los cuantiles de la
distribucion Uniforme.

runif(n, min=0, max=1)

Devuelve un vector de valores de la
distribucion Uniforme aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:

X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.

n: NUmeros de observaciones.

min, max: Limites inferior y superior respectivamente de la distribucion. Ambos

deben ser finitos.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas

como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X

<x], delo contrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion. Una de las aplicaciones prdacticas de la distribucion uniforme es la generacion

de nUmeros aleatorios.

desviacién tipica de una U(0,1).

la probabilidad de que una variable U(9,1)
d) Estimar el valor esperado de 1/(U+1l) e)
de u y de 1/(U+1)

set.seed(12345)

U=—runif {10007

data<-c{mean{u) ,var{U),sqrt{var{u)l)
0.5 #media tedrica

[1] 0.5

= 1/12 #varianza tedrica

[1] 0.08333333

VoMWW

[1] 0.2886751

[1] 0.51404766 0.08B086057 0.28435993

Genera 1000 valores pseudoaleatorios usando la funcién runif() (con
set.seed(12345)) y asignalos a un vector llamado U.
a) Calcular la media, varianza y desviacién tipica de los valores de U.

b) Compara los resultados con los verdaderos valores de la media, varianza y

c) Calcula la proporcién de valores de U que son menores que 0.6 y compdrala con

sea menor que 0.6.

Construir un histograma de los valores

= sqrt{l/12) #desviacidn tipica tedrica

= data #media, varianza y desviacion tipica de los datos generados

La proporcion de valores menores que 0.6 se calcula como
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= sum{U=0.6) /1000
[1] 0.567

La probabilidad tedrica se calcula como

= punif (0. &)
[1] 0.6

Estimacion del valor esperado de 1/(U+1)

= mean(l/ (u+l))
[1] 0.6858444

= hist{u)

Histogram of U

Frequency
6‘0

I > hist(1/(u+1))

Histogram of 1(U + 1)

Frequency

05 06 07 08 09 10
(U +1)

3.1.4.1 Grdficos de la Distribucién Uniforme en R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcidon de
distribucion uniforme

## Funcion de Densidad:

®x =- seq{-.5, 1.5, length=100)

plot{x, dunif{x, min=0, max=1), xlab="x", ylab="Densidad",
main="Distribucion uniforme: min=0, max=1", type="1", col="blue")
abline(h=0, col="green")

You o+ W WY
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Distribucion Uniforme: min=0, max=1

Densidad

00

## Funcion de Distribucidn:

®x =- seq{-0.5, 1.5, Tength=100)

plot(x, punif(x, min=0, max=1), xlab="x",

ylab="Probabilidad acumuTlada",

main="Distribucidn Uniforme: min=0, max=1", type="1",col="red")
abline(h=0, col="gray")

AU S R R T

Distribucion Uniforme: min=0, max=1

04 06 08 1.0

Probabilidad Acumulada

0‘2

0.0

05 0.0 0.5 10 15

3.2 Distribucion Normal

En estadistica y probabilidad se llama distribucion Normal, distribucion de Gauss o
distribucién gaussiana, a una de las distribuciones de probabilidad de variable
continua que con mds frecuencia aparece aproximada en fendmenos reales.

La distribucién normal, a veces se denomina distribucion
gaussiana, en honor de Karl Friedrich Gauss (1777-1855), quien
también derivd su ecuacion a partir de un estudio de errores de
mediciones repetidas de la misma cantidad.

La grafica de su funcion de densidad tiene una forma
acampanada y es simétrica respecto de un determinado
pardmetro estadistico. Esta curva se conoce como campana
de Gauss y es el grafico de una funcion gaussiana.

La importancia de esta distribucion radica en que permite
modelar numerosos fendmenos naturales, sociales y psicoldgicos. Mientras que los
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mecanismos que subyacen a gran parte de este tipo de fendmenos son desconocidos,
por la enorme cantidad de variables incontrolables que en ellos intervienen, el uso del
modelo normal puede justificarse asumiendo que cada observacion se obtiene como la
suma de unas pocas causas independientes.

De hecho, la estadistica descriptiva sélo permite describir un fendmeno, sin explicacion
alguna. Para la explicacion causal es preciso el diseno experimental, de ahi que al uso de
la estadistica en psicologia y
sociologia sea conocido
como método correlacional.

La distribuciéon normall
también es importante por
su relacién con la estimacion
por minimos cuadrados, uno
de los métodos de
estimacion mds simples y
antiguos.

La distribucién normall
también aparece en muchas dreas de la propia estadistica. Por ejemplo, la distribucién
muestral de las medias muestrales es aproximadamente normal, cuando la distribucion de
la poblacion de la cual se extrae la muestra no es normal. Ademds, la distribucion normal
maximiza la entropia entre todas las distribuciones con media y varianza conocidas, lo
cual la convierte en la eleccion natural de la distribucidn subyacente a una lista de datos
resumidos en términos de media muestral y varianza. La distribucion normal es la mds
extendida en estadistica y muchos tests estadisticos estdn basados en una

"normalidad" mds o menos justificada de la variable aleatoria bajo estudio.

En probabilidad, la distribucién normal aparece como el limite de varias distribuciones
de probabilidad continuas y discretas.

3.2.1 Funcidon de densidad de la v.a. Normal
La ecuacion matemdtica para la distribucién de probabilidad de la variable normal
depende de dos pardmetros uy o, su media y desviacion estdndar, respectivamente.

Se anota X~N(u,o).

La funcién de densidad de la v.a. normal X, con media u y desviacion estdndar o es

1 (=_%[r_;g}2_

o\ 2T

3.2.2 Lafuncidén de distribucidon de la distribucion Normal
La funcién de distribucion de la distribucion normal estd definida como sigue:

n(x; p,o) = —00 < T < 0.
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0ut(@) = [ o)

— 0

T Y
= ! [ S du, ze€R

g\ 2T

Por tanto, la funcion de distribucion de la normal estdndar es:

1 u?
(I)[:I) = (I)D,]_(I) = E /ﬁ e 7 dﬂ, reR.

Esta funcién de distribucion puede expresarse en términos de una funcién especial
llamada funcién error de la siguiente forma:

(I)(:r,):l[l—l—erf(i z R,

[+t ()]

y la propia funcién de distribucién puede, por consiguiente, expresarse asi:

s2(x) =3 [l—i—erf(g\/_” e R

El complemento de la funcién de distribucién de la normal esténdar, 1-®(x), se denota
con frecuencia Q(x), y es referida, a veces, como simplemente funcidon Q, especialmente
en textos de ingenieria.5 6 Esto representa la cola de probabilidad de la distribucion
gaussiana. También se usan ocasionalmente otfras definiciones de la funcion Q, las
cuales son todas ellas tfransformaciones simples de ®.

La inversa de la funcién de distribucion de la normal estandar (funcién cuantil) puede
expresarse en términos de la inversa de la funcién de error:

p)=v2 erf Y(2p—1), pe(0,1),

y lainversa de la funcidn de distribucion puede, por consiguiente, expresarse como:
1 -1 1
2(p)=p+0d (p)=p+0ovV2ef (2p—1), pe(0,1).

Esta funcidon cuantil se llama a veces la funcion probit. No hay una primitiva elemental
para la funcién probit. Esto no quiere decir meramente que no se conoce, sino que se
ha probado la inexistencia de tal funcion. Existen varios métodos exactos para
aproximar la funcion cuantil mediante la distribucion normal (véase funcidon cuantil).

Los valores @ (x) pueden aproximarse con mucha precision por distintos métodos, tales
como integracién numérica, series de Taylor, series asintéticas y fracciones continuas.

3.2.3 Limite inferior y superior estrictos para la funcién de distribucion
Para grandes valores de x la funcion de distribucion de la normal estdndar @ (x) es muy
proxma a1y ®(-x)=1-d(x) estd muy cerca de 0. Los limites elementales
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]j—ﬁip(it) <1—-®(x) < @, x >0,

en términos de la densidad # son Ufiles.

Usando el cambio de variable v = u?/2, el limite superior se obtiene como sigue:
>0
1 - ®(x) = / w(u) du
£

% %0 gV i w(x)
< —plu)du = dv = — = —
£ Il}?( ) [.'112,"2 I Qﬂ_ T 2?]' _.EZI;E X

De forma similar, usando ¥’ (1) =—upl(u) y |a regla del cociente,

(1+é)(1_¢=(x))= (l—i—é)fgﬂ(u)du
:[G (l—l—%)@ﬂ(u)du
}/m(l—l—é)@ﬁ(u)du:—# =

Resolviendo para 1-®(x) proporciona el limite inferior.

3.2.4 Funciones generadoras

3.2.4.1 Funcion generadora de momentos
La funcién generadora de momentos se define como la esperanza de eltX), Para una
distribucidén normal, la funcidén generadora de momentos es:

—oo OV 2T

= 1 z—p)? 52,2
) B[] - [ i i

como puede comprobarse al completar el cuadrado en el exponente.

3.2.4.2 Funcién caracteristica

La funcién caracteristica se define como la esperanza de eitX, donde i es la unidad
imaginaria. De este modo, la funcidn caracteristica se obtiene reemplazando t por it
en la funcién generadora de momentos.

Para una distribucion normal, la funcidn caracteristica es
: X
Xx(t; p,0) = Mx(it) = E [¢""]
= 1 T— 2
— [ E_ . Ett.r d:l?

o TNV 2T
2.2
2 t
Etp.t—lz—_
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3.2.5 Propiedades de la distribucion Normal
Algunas propiedades de la distribucion
normal son:

=
e Essimétrica respecto de su media, m |
[=1
M .
o
e Distribucién de probabilidad ~
alrededor de la media en una =
distribucion N(u, 02). 2

p-3¢ p-20 U-o ] p+s p+2c p+io

e Lamodaylamediana son ambas
iguales a la media, y;

e Los puntos de inflexion de la curva se dan para Xx=g - oy x = + O.
Distribucién de probabilidad en un entorno de la media:

e enelintervalo [u - o, u + 0] se encuentra comprendida, aproximadamente, el
68,26% de la distribucion;

e enelintervalo [u - 20, u + 20] se encuentra, aproximadamente, el 95,44% de la
distribucion;

e porsu parte, en el intervalo [u -30, u + 30] se encuentra comprendida,
aproximadamente, el 99,74% de la distribucidn.

Estas propiedades son de gran utilidad para el establecimiento de intervalos de
confianza. Por otra parte, el hecho de que prdcticamente la totalidad de la
distribucion se encuentre a fres desviaciones tipicas de la media justifica los limites de
las tablas empleadas habitualmente en la normal estdndar.

e SiX~N(y, 02 yaybsonnUmerosreales, entonces (aX + b) ~ N(au+b, a202).

Si X~ N(ux, 0x2) e Y ~ N(uy, 0y2) son variables aleatorias normales independientes,
entonces:

e Susuma estd normalmente distribuida con U =X + Y ~ N(ux + Py, Ox2 + Gy2)
(demostracion). Reciprocamente, si dos variables aleatorias independientes
fienen una suma normalmente distribuida, deben ser normales (Teorema de
Crdmer).

o Su diferencia estd normalmente distribuida con

V=X-Y~N(ux — py,0x +0y)

e Silas varianzas de X e Y son iguales, entonces U y V son independientes entre si.

2 2
Si X ~ N(D: UJ{) e Y ~ N(ﬂ: UY) son variables aleatorias independientes
normalmente distribuidas, entonces:

Su producto XY sigue una distribucién con densidad P dada por
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1 z
p(2) = —— Ko el
TTFy Ty Ty Ty

donde Ko es una funcion de Bessel modificada de segundo tipo.

Su cociente sigue una distribucién de Cauchy con X/Y ~ Cauchy(0,0x/0y) pe
este modo la distribucion de Cauchy es un tipo especial de distribucion cociente.

Si X1,...Xn son variables normales estdndar independientes, entonces Xi2+...Xn2 sigue una
distribucién 2 con n grados de libertad.

Si X1,...Xn son variables normales estdndar independientes, entonces la media muestral

X=(X1+- "_+ Xﬂ)/” y la varianza muestral
SE — ((Xl - X)E + (-Xﬂ - X)E)/(” 3 1)son independientes. Esta

propiedad caracteriza a las distribuciones normales y contribuye a explicar por qué el test-

F no es robusto respecto ala no-normalidad).

3.2.6 Importancia de la distribucién Normal.

a) Enorme nUmero de fendmenos que puede modelizar: Casi todas las caracteristicas
cuantitativas de las poblaciones muy grades tienden a aproximar su distribucién a una
distribucién normal.

b) Muchas de las demds distribuciones de uso frecuente, tienden a distribuirse segun una
Normal, bajo ciertas condiciones.

c) (En virtud del teorema central del limite).Todas aquellas variables que pueden
considerarse causadas por un gran nimero de pequenos efectos (como pueden ser
los errores de medida) tienden a distribuirse segun una distribucién normal.

La probabilidad de cualquier intervalo se calcularia integrando la funcidon de densidad
alo largo de ese de intervalo, pero no es necesario nunca resolver la infegral pues
existen tablas que nos evitan este problema.

3.2.7 Teorema del limite central

El teorema del limite central o teorema central del limite indica que, en condiciones
muy generales, si Sn es la suma de n variables aleatorias independientes y de varianza
no nula pero finita, entonces la funcién de distribucidon de Sn «se aproxima bieny a una
distribucién normal (también llamada distribucion gaussiana, curva de Gauss o
campana de Gauss). Asi pues, el teorema asegura que esto ocurre cuando la suma de
estas variables aleatorias e independientes es lo suficientemente grande.1 2

Se define Sn como la suma de n variables aleatorias, independientes, idénticamente
distribuidas, y con una media y y varianza o2 finitas (02#0):

Sﬂ:X1+"'+Xn

de manera que, la media de Sn es n+u y la varianza n-02, dado que son variables
aleatorias independientes. Con tal de hacer mds fdcil la comprension del teorema y su
posterior uso, se hace una estandarizacion de Sn como
7 _ Sp —nu
noo Jﬁ
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para que la media de la nueva variable seaigual a 0 y la desviacion estdndar sea igual a
1. Asi, las variables Zn convergerdn en distribucion a la distribucidon normal estdndar N(0,1),
cuando n tienda a infinito. Como consecuencia, si ®(z) es la funcidn de distribucion de
N(0,1), para cada nUmero real z:

lim Pr(Z, < z) = ®(z)

N—+20

Teorema del limite central: Sea X 1, X 2 ..., X n un conjunto de variables aleatorias,

independientes e idénticamente distribuidas con media u y varianza 0 < o < o0 Sea

Sﬂ:X1+"'+Xn
Sp —nu

Entonces lim Pr| ——— < z| = ‘I’(z)

—+20 \//?_1' -

Es muy comun encontrarlo con la variable estandarizada Zn en funcion de la media
muestral Xa, -
Xﬂ. —H

o/vn’

puesto que son equivalentes, asi como encontrarlo en versiones no normalizadas como
puede ser:

Teorema (del limite central): Sea X 1, X 2 ..., Xn un conjunto de variables aleatorias,
independientes e idénticamente distribuidas de una distribucion con media u y varianza o”#0.
Entonces, si n es suficientemente grande, la variable aleatoria

_ 1.
X=X 2, _ 0
= o gl = —
tiene aproximadamente una distribucion normal con X = Hy X 1.

La importancia practica del Teorema del limite central es que la funcion de distribucion
de la normal puede usarse como aproximaciéon de algunas otras funciones de
distribucidn. Por ejemplo:

e Una distribucion binomial de pardmetros ny p es aproximadamente normal
para grandes valores de n, y pno demasiado cercano a 1 6 0 (algunos libros
recomiendan usar esta aproximacion sélo sinp y n(1 = p) son ambos, al menos,
5; en este caso se deberia aplicar una correccion de continuidad).

La normal aproximada tiene pardmetros y = np, 02 =np(1 - p).

e Una distribucion de Poisson con paradmetro A es aproximadamente normal para
grandes valores de A. La distribucidn normal aproximada tiene parédmetros y =
O2=A\.
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La exactitud de estas aproximaciones depende del propdsito para el que se necesiten y
de la tasa de convergencia a la distribucion normal. Se da el caso fipico de que tales
aproximaciones son menos precisas en las colas de la distribucion. El Teorema de Berry-
Esséen proporciona un limite superior general del error de aproximacion de la funcién de

distribucion.

Tabla con datos y parametros caracteristicos de la distribucion Normal

Pardmetros
peR
ag >0

Dominio reR

Funcién de densidad 1 ~L(z=a) 2
e — E o
g/ 27

Funcién de distribucién 1 T —
— |1 +erf -
2 ov/2

Media Ju'

Mediana 1

Moda 1

Varianza Uz

Coeficiente de simetria 0

Curtosis 0

Entropia In (D., o )

Funcién generadora de momentos PRI
Mx(t) = e*t+ 2"

Funcion caracteristica it oot?
Xx(t) =€ 2

3.2.8 Distribucion Normal en R.
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En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
vdlidos que se basen en la distribucion Normal de variables aleatorias continuas.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Normal, R, dispone de cuatro

funciones:

| Distribucion Normal.

dnorm(x, mean =0,sd =1, log = F) Devuelve resultados de la funcién de
densidad.

pnorm(q, mean =0, sd = 1, lower.tail =T, |Devuelve resultados de la funcién de

log.p =F) distribucion acumulada.

gnorm(p, mean =0, sd =1, lower.tail =T, |[Devuelve resultados de los cuantiles de la

log.p =F) Normal.

rnorm(n, mean =0, sd = 1) Devuelve un vector de valores de la
Normal aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:

X, q: Vector de cuantiles.

p: Vector de probabilidades.

n: NUmeros de observaciones.

mean: Vector de medias. Por defecto, su valor es 0.

sd: Vector de desviacion estandar. Por defecto, su valor es 1.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son
P[X £x], de lo contrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Imaginemos el siguiente problema: Sea Z una variable aleatoria normal con una
media de © y una desviacion estandar igual a 1. Determinar:

a) P(z > 2).

b) P(-2 £ Z £ 2).

c) P(@ £ Z < 1.65).

d) P(Z < a) = 0.75.

e) P(Z > 200). Siendo la media 100 y la desviacioén estdandar 50.

La variable aleatoria continua Z, sigue una distribucion estdndar Normal: Z ~ N(O, 1)

Apartado a)
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Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( Z > 2), por lo tanto, usamos la funcién
acumulada de distribucion indicando que la probabilidad de cola es hacia la derecha:

= pnorm{2, mean = 0, sd =1, lower.tail = F)
[1] 0.02275013

Apartado b)

Necesitamos resolver: P(-2 £z < 2), volvemos a emplear la funcidon de densidad
acumulada, esta vez, con la probabilidad de cola por defecto, hacia la izquierda:

= pnorm{c{2), mean = 0, sd = 1) - pnorm{c(-2), mean = 0, sd = 1)
[1] 0.9544997

Apartado c)

Necesitamos resolver: P(0 £z < 1.65), este gjercicio se resuelve con el mismo procedimiento
que el apartado anterior, por lo tanto, volvemos a emplear la funcién de densidad
acumulada:

= pnorm{c{1.65), mean = 0, sd = 1) - pnorm{c{0), mean = 0, sd = 1)
[1] 0.4505285

Apartado d)

En este apartado, debemos obtener el valor de a para que se cumpla la probabilidad,
es decir: P(Z < a) =0.5793. Para ello, debemos usar la funcién de quantiles:

= gnorm{0.75, mean = 0, sd = 1)
[1] 0.6744898

Por lo tanto, el valor a para que satisfazga la probabilidad de 0.5793 es: 0.6745
aproximddamente

Apartado e)

La curiosidad de este apartado es que no tenemos una normal estdndar, pero no hay
problema, simplemente, debemos especificar los valores de la media y desviacion
estdndar en los argumentos de la funcidon de distribucién acumulada para que la
tipificacion la realice automdticamente la funcién de R.

Ofra cosa importante a fener en cuenta, es que debemos indicar que la probabilidad
de cola es hacia la derecha.

= pnorm{c{200), mean = 100, sd = 50, lower.tail = F)
[1] 0.02275013

3.2.8.1 Grdficos de la distribucion Normal en R
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En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funciéon de
distribucién normal

=
= #Funcion de Densidad:
= X =- s5eq(-3.291, 3.291, length=100)
= plot(x, dnorm(x, mean=0, sd=1),col="blue",xlab="x", ylab="Densidad",
+ main=expression(paste("Distribucidn Normal: ", mu, "= 0,", sigma,"=1")),
+ type="1")
= ablineCh=0, col="gray")
Distribucion Normal: n=0,6=1
= _|
a
<l T T T T T T T
3 2 1 0 1 2 3
X

=

> # Funcion de Distribucion:
= X =- seq(-3.291, 3.291, length=100)
= plot(x, pnorm(x, mean=0, sd=1),col="blue",x1ab="x", ylab="Probabilidad ac

umulada",

+ main=expression(paste("Distribucidn Normal: ", mu, " =0 , ", sigma, " =
1730,

+ type="1")

= ablineCh=0, col="gray")
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Distribucion Normal: n=0,c="1

1.0

Probabilidad Acumulada
04

02

Dl.D

3.2.8.2 Aproximaciones de otras distribuciones por la Normal
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcidon de

= # Aproximaciones por la Normal con R

= # Aproximacidn de la Binomial por la Normal:

= X <- 5eq(24, 56, length=100)

= plot(x, dnorm(x, mean=40, sd=sqrt(24)), xlab="x", ylab="Densidad",

+ main=expression{paste("Distribucion Normal: ", mu, " = 40, ", sigma, " =
4,89"7),
+ type="1")

= M =- 24:586
= points{x, dbinom(x, size=100, prob=0.4), col="red", pch=18)

Distribucion Normal: 1 = 40, c =4.89

0.06
I

Densidad
0.04
|
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# Aproximacion de la distribucion de Poisson por 1a Normal:

¥ =- seq(l8&, 57, length=100)

plot(x, dnorm(x, mean=40, sd=sqrt(40)), xlab="x", ylab="Densidad",
main=expression{paste("Distribucidon Normal: ", mu, " = 40, ", sigma, " =
327)),

type="1")

¥ <- 18:57

points(x, dpois(x, lambda=40), col="blue", pch=1l&)

VOV Y oYYy

Distribucion Normal: =40, 6 =6.32

Densidad

20 30 40 50
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= # Funcion de densidad f{x)
= par{mgp =c(2,0.5,0), mar=c{4,4,3,2))
= ¥ =- s5eq(0,6,len=1000)
= mean <- c(3, 3, 3, 2, 2)
= sd <- c(0.25, 1, 2, 0.5, 2)
= colors =- c{"black", "blue", "green", "red”, "grey")
> labels <=-c{expression{paste(, mu, "=3, ", sigma,"=0.25")),
+ expression{paste(, mu, "=3, ", sigma,"=1")}),
+ expression{paste(, mu, "=3, ", sigma,"=2")),
+ expression{paste(, mu, "=2, ", sigma,"=0.5")),
+ expression{paste(, mu, "=2, ", sigma,"=2"}))
= plot{range(x),c(0,1.75),type="n",xlab="x", ylab="Densidad f{x)",
+ cex.lab = 1.2,cex.main=1,
+ cex.axis = 0.75)
= grid()
= for (i in 1:5)1{
+ Tines{x,dnorm(x, mean[i], sd[i],Tog=FALSE}, col = colors[i],lwd=2)
+ ¥
= legend("topright"”, inset=.053, title ="Parametros",
+ labels, Twd=2, Tty=c(l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")
| Parametros
_— u=3, o=0.25
8 —_— =3, o=1
g = —_— u=3, o=2
R
w
S ——— u=2,0205
O
| u=2, g=2
o _| ’% \\ e
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= #

= # funcion de distribucion F{x)

= par{mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))
= ¥ <- 5eq{0,8,len=1000)

= mean =- (3, 3, 3, 2, 2)

= s5d =- c{0.25, 1, 2, 0.5, 2)

= colors =- c("black"”, "blue", "green", "red", "grey")

= labels =-c(expression(paste(, mu, "=3, ", sigma,"=0.25")),
+ expression{paste(, mu, "=3, ", sigma,"=1")),

+ expression(paste(, mu, "=3, ", sigma,"=2")),

+ expression{paste(, mu, "=2, ", sigma,"=0.5")),

+ expression(paste(, mu, "=2, ", sigma,"=2")))

= plot(range(x),c(0,1.1),type="n
+ cex.lab = 1.2,cex.main=1,

+ ceX.axis = 0.75)

= grid()

= for (i in 1:5){

+ Tines(x,pnorm{x, mean[i], sd[i], lower=TRUE,log=FALSE), col = colors[i],]
wd=2)

+ ¥

= legend("bottomright”, inset=.05, title ="Parametros",

+ labels, Twd=2, lty=c(1, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

= #

,xlab="x", ylab="Distribucion F({x)",

1.0

Distribucion F(x)
UiE 0.8

0.4
]

0z
]

0.0
]
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3.3 Distribucion Gamma
Antes de estudiar la distribucion gamma, es pertinente observar y/o examinar algunos
detalles de la funcién a la que debe su nombre, la funcidn gamma.

3.3.1 Funcién GammalI

Es una funcidn que extiende el concepto de factorial alos
numeros complejos. Fue presentada, en primera instancia,
por Leonard Euler entre los anos 1730y 1731.

La funcién gamma se define como:

[a)= Eﬁ"*"e""ffx. parag > 0

Con el fin de observar algunos resultados o propiedades de
esta funcion, procederemos a integrar por partes u=x*1y dv =exdx

[.{a] — _E)—_'rlxr(—l |:; +J;I":e__1.[a_ -I ]I“_E,a:r — {a _I)jnf.'rrf—ﬂe—rdx

Para o>1, lo cual ocasiona la féormula I'a)=(a-1)(a-1)

Al aplicar reiteradamente la férmula anterior tendriamos,
M) = (- a-2)T(a=2)=(a-1)a=2)a-3)T(a-3),

y asi sucesivamente. Se evidencia que cuando a=n, donde n es un entero positivo,
r'(n)=(n-1)(n-2)....I°(1) _

()= e'dy=]1,
Sin embargo, por la definicién de I'(a) M jﬂ

y de aquiI'(n)=(n-1)!

Algunas propiedades adicionales de T'(a) son:

¢ ['(n+1)=n!sinesun entero positivo.
. Mn+l)y=nl"(n), n=0,
o T(12)=+1.

3.3.2 Distribucion Gamma £ o)
Se le conoce, también, como una
generalizacion de la distribucion exponencial,
ademds de la distribuciéon de Erlang y la
distribucion Ji-cuadrada. Es una distribucion
de probabilidad continua adecuada para
modelizar el comportamiento de variables
aleatorias con asimetria positiva y/o los
experimentos en donde estd involucrado el
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fiempo.

Una variable aleatoria X tiene una distribucion gamma si su funcién de densidad estd
dada por:
;X‘H e, parax=>0;a,pf > 0;
f(x,a.B)=1< fT(a) ’ o ’

0, de otra manera.

La funcidén de distribuciéon acumulativa de gamma F(x) , la cual permite determinar la
probabilidad de que una variable aleatoria de gamma X sea menor a un valor especifico
X, se determina de la siguiente expresion:

] .I'Tt”']e'“’"’dr x>0
pT(a) I

3.3.3 Propiedades de la distribucion Gamma

Como se menciond anteriormente, es una distribucion adecuada para modelizar el
comportamiento de variables aleatorias continuas con asimetria positiva. Es decir,
variables que presentan una mayor densidad de sucesos a la izquierda de la media que a
la derecha. En su expresion se encuentran dos pardmetros, siempre positivos, a y B de los
que depende su forma y alcance por la derecha, y también la funcion gamma I'(a),
responsable de la convergencia de la distribucion. Podemos presentar las siguientes
propiedades:

e Los valores de la esperanza E(x) y varianza Var(X), se determinan mediante
E(x)=ap
Var(x)=af
e Los factores de forma de la distribucion gamma son:
Coeficiente de asimetria: 2/Va.
Curtosis relativa 3(1+2/a)

Con lo anterior se puede observar que la distribucidn gamma es leptocurtica y
tiene un sesgo positivo. También observamos que conforme el pardmetro crece,
el sesgo se hace menos pronunciado y la curtosis relativa tiende a 3

e La funcion generadora de momentos de la variable X aleatoria gamma estd dada
por mx(t)=1-pt)*con 0<t< 1/B

e El primer pardmetro, a, sitUa la mdxima intensidad de probabilidad y por este
motivo es denominada la forma de la distribucién. Cuando se toman valores
proximos a cero aparece entonces un dibujo muy similar al de la distribucion
exponencial. Cuando se toman valores grandes de a., el centro de la distribuciéon se
desplaza a la derecha, por lo que va apareciendo la forma de la campana de
Gauss con asimetria positiva. El segundo pardmetro,B , es el que determina la forma
o alcance de la asimetria positiva desplazando la densidad de probabilidad en la
cola de la derecha. Para valores elevados de B la distribucion acumula mds
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densidad de probabilidad en el extremo derecho de la cola, alargando mucho su
dibujo y dispersando la probabilidad a lo largo del plano. Al dispersar la probabilidad
la altura mdéxima de densidad de probabilidad se va reduciendo; de aqui que se le
denomine escala. Valores mds pequenos de p conducen a una figura mads simétrica y
concentrada, con un pico de densidad de probabilidad mds elevado. Una forma de
interpretar B es “tiempo promedio enfre ocurrencia de un suceso”.

e Dadas dos variables aleatorias X y Y con distribucion gamma y pardmetro o comun.
Esto es

X p1):Y: A )
Se cumplird que la suma también sigue una distribucion Gamma
X+Y: A o fit )
e Relacion con ofras distribuciones:

Si se tiene un pardmetro o de valores elevados y B pequena, entonces la funcién
gamma converge con la distribucion normal. De media p=ap, y varianza o’=af’

Cuando la proporcién entre pardmetros es [a=v/2:B=v] entonces la variable aleatoria
se distribuye como una Chi-cuadrado con v grados de libertad.

Sia=1, entonces se tiene la distribucion exponencial de pardmetro A=1/p.

De esta forma, la distribucién gamma es una distribucion flexible para modelizar las
formas de la asimetria positiva, de las mdas concentradas y puntiagudas, a las mas
dispersas y achatadas.

Para valorar la evolucion de la distribucién al variar los pardmetros se tienen los
siguientes graficos. Primero se comprueba que para a=1 la distribucién tiene
similitudes con la exponencial.

La distribucidon gamma se suele utilizar en:
+ Intervalos de fiempos entre dos fallos de un moftor,
+ Intervalos de tiempos entre dos llegadas de automdviles a una gasolinera,

« Tiempos de vida de sistemas electronicos, etc.

Imedia | op |
\Vcrionzo H af? |
Mediana corecixdpelicei;(gresién

|Coeficiente de simetria | 2/ |
\Coeficien’re de Kurtosis H 3(1+2/a) |

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua



Variable Aleatoria

3.3.4 Distribucion Gamma en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que
se basen en la distribucion Gamma.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Gamma, R, dispone de cuatro
funciones:

| Distribucién Gamma.
dgammal(x, shape, rate, scale = 1/rate, ||[Devuelve resultados de la funcidon de

log = F) densidad.

pgamma(q, shape, rate, scale = 1/rate, ||Devuelve resultados de la funcién de
lower.tail =T, log.p = F) distribucién acumulada.

ggamma(p, shape, rate, scale = 1/rate, ||[Devuelve resultados de los cuantiles de la
lower.tail =T, log.p = F) distribucion Gamma.

rgamma(n, shape, rate, scale = 1/rate) [[Devuelve un vector de valores de la
distribucion Gamma aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.

rate: Alternativa para especificar el valor de escala (Scale). Por defecto, su valor es
igual a 1.

shape, scale: Pardmetros de la Distribucién Gamma. Shape = ay Scale =s =
1/rate. Debe ser estrictamente positivo el pardmetro Scale.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son
P[X £x], de lo contrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

En cierta ciudad el consumo diario de energia eléctrica, en millones de
kilovatios por hora, puede considerarse como una variable aleatoria con
distribucidén Gamma de parametros a = 3 y B = 0.5. La planta de energia de esta
ciudad tiene una capacidad, suficiente diaria de 10 millones de kW/hora,
determinar la probabilidad de que este abastecimientos sea:

a) Insuficiente en un dia cualquiera.

b) Se consuman entre 3 y 8 millones de kW/hora.

c) Obtener el consumo necesario para una probabilidad de: P(X <.x) = 0.9.
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Sea la variable aleatoria discreta X, abastecimiento de una planta de energia, en
kW/hora, a una ciudad. Dicha variable aleatoria, sigue una distribucion Gamma, X ~ (3,
0.5)

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X > 10), empleamos para tal
propdsito, la funcién de distribucidn con el drea de cola hacia la derecha vy la alternativa
para especificar el valor de escala:

= pgamma{l0, 3, rate = 0.5, lower.tail = F)
[1] 0.124652

Por lo tanto, la probabilidad de que sea insuficiente el suministro es: 0.124652, es baja.

Apartado b)

Nos piden, la probabilidad: P(3 <.X <.8), empleamos para tal propdsito, la funcidon de
distribucién con el drea de cola hacia la izquierda y la alternativa para especificar el valor
de escala:

> pgamma(8, 3, rate = 0.5, lower.tail = T) - pgamma(3, 3, rate = 0.5, lower

tail = 1)

[1] ©.5707435
Por lo tanto, la probabilidad de que el suministro esté comprendido entre 3 y 8 kW/hora es:
0.5707435.

Apartado c)

En este caso nos piden obtener el consumo necesario para una probabilidad de 0.9,
para tal fin, empleamos la funcién de quantiles indicando el drea de cola hacia la
izquierda:

= ggamma(0.9, 3, rate = 0.5, lower.tail = T)
[1] 10.64484

Por lo tanto, para una probabilidad de 0.9, el consumo es: 10.64464 kW/hora.

3.3.4.1 Grdficos de la distribucion gamma en R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcidon de
distribucién gamma
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#

# funcion de densidad f{x)

par{mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))
¥ =- s5eq(0,5,len=1000)

shape =- (0.5, 1, 1.5, 2.5, 3.44)
scale =- {1, 1, 1, 1, 1)

colors =- c("black”™, "blue", "green", "red", "grey")
labels <-c(expression(paste(, beta, "=0.53, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=1, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=1.5, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=2.5, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=3.44, ", eta,"=1"1}))

plot{range(x),c(0,1),type="n",xTab="x", ylab="Densidad f(x)",

cex.lab = 1.2,cex.main=1,

cex. axis = 0.75)

grid()

for (i in 1:5)9{

Tines{x,dgamma(x,shape[i], scale[i],log=FALSE), col = colors[i],lwd=2)
T

legend("topright”, inset=.05, title ="Parametros",

Tlabels, Twd=2, Tty=c(1, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

R S T e AN I s S o T A

o |
Parametros
=
— B:U_S‘n:1
— — 5:1‘1]:1
& 5
2 ———  B=15,1=1
B
7]
S - ———  B=25 7=
D o
p=3.44, n=1
o
(=]
) \
(=]
[ [ [ [ [
0 1 2 3 4
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= # funcion de distribucion F({x)

= par({mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))

= X <- s5eq(0,5,1en=1000)

= shape =- (0.5, 1, 1.5, 2.5, 3.44)

= scale <- c{1, 1, 1, 1, 1)

= colors <- c("black”, "blue", "green", "red", "grey")

= labels <=- c(expression(paste(, beta, "=0.5, ", eta,"=1")),

+ expression{paste(, beta, "=1, ", eta,"=1")),

+ expression(paste(, beta, "=1.5, ", eta,"=1")),

+ expression(paste(, beta, "=2.5, ", eta,"=1")),

+ expression{paste(, beta, "=3.44, ", eta,"=1"11)

= plot(range(x),c(0,1.1),type="n",xTab="x", ylab="Distribucion F{x)",
+ cex.lab = 1.2,cex.main=1,

+ cex.axis = 0.75)

= grid()

= for (i in 1:5){

+ lines{x,pgamma{x,shape[i], scale[i], lower=TRUE,log=FALSE), col = colors[
il, Twd=2)

+

= legend("bottomright", inset=.05, title ="Parametros",
+ labels, Twd=2, lty=c(1l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")
= #

o_|
@ _|
= Parametros
o
a3
L
c . —  _B=05. n=t
0 ST
o
_g — PB=1,7=1
=
=
@
a oS —_— B=1.5,n=1
—_— B=2.5, n=1
oy _|
o
p=3.44, n=1
=]
o
[ [ [ [ [
0 1 2 3 4
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3.4 Distribucion Exponencial

La distribuciéon exponencial es un caso especial de la distribuciéon gamma, ambas tienen
un gran numero de aplicaciones. Las distribuciones exponencial y gamma juegan un
papel importante tanto en teoria de colas como en problemas de confiabilidad. El tiempo
enfre las llegadas en las instalaciones de servicio y el fiempo de falla de los componentes
y sistemas eléctricos, frecuentemente involucran la distribucidén exponencial. La relacion
entre la gamma y la exponencial permite que la distribucidon gamma se utilice en tipos
similares de problemas.

La distribuciéon exponencial tiene una gran utilidad prdctica ya que podemos considerarla
como un modelo adecuado para la distribuciéon de probabilidad del tiempo de espera
entre dos hechos que sigan un proceso de Poisson. De hecho la distribucién exponencial
puede derivarse de un proceso experimental de Poisson, pero tomando como variable
aleatoria, en este caso, el tiempo que tarda en producirse un hecho.

Obviamente la variable aleatoria serd continua. Por otro lado existe una relacion entre el
pardmetro a de la distribucion exponencial, que mds tarde aparecerd, y el pardmetro de
intensidad del proceso A, esta relacion es a. = A

Al ser un modelo adecuado para estas situaciones fiene una gran utilidad en los siguientes
CQsos:

e Distribucién del tiempo de espera entre sucesos de un proceso de Poisson

e Distribucién del tiempo que transcurre hasta que se produce un fallo, si se cumple
la condicion que la probabilidad de producirse un fallo en un instante no depende
del tiempo transcurrido

e Aplicaciones en fiabilidad y teoria de la supervivencia.

3.4.1 Funcién de densidad.
A pesar de lo dicho sobre que la distribucion exponencial puede derivarse de un
proceso de Poisson , vamos a definirla a partir de

la especificacion de su funcién. de densidad: :j_ ' ' ' ,\|=0_5 |
Funcidn de densidad de distribucion exponencial con 1.2f — A=l
diversos valores de A 10 A=15
Zo0.8t -
0.6 :
Dada una variable aleatoria X que tome valores 0-41 |
reales no negativos {x 20} diremos que fiene una 0.2r |
distribucién exponencial de pardmetro a. con a > 0.0 1 5 3 2 5
0, si y sélo si su funcion de densidad tiene la X
expresion:

fE)=ae

Diremos entonces que

= Hxp(a)

3.4.2 Funcion de distribucion
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En consecuencia , la funcidn de distribucion serd:

x
e -
F(X)= |EI ae” ey = I:—Q f:'fx:l =1-¢o%
- 0
1.0

En la principal aplicaciéon de esta

distribucion, que es la Teoria de la Fiabilidad, 0.8
resulta mds interesante que la funcion de .
distribucion la llamada Funcién de x 0.8
Supervivencia o Funcién de Fiabilidad. ?;_f-

La funcidén de Supervivencia se define como
la probabilidad de que la variable aleatoria 0.0
tome valores superiores al valor dado X:

S{X}=P{x>X}=1—F(X}=1_(1_€—M}:€—0:X

Si el significado de la variable aleatoria es "el tiempo que transcurre hasta que se produce
el fallo": la funcién de distribucion serd la probabilidad de que el fallo ocurra antes o en el
instante X:y , en consecuencia la funcidn de supervivencia serd la probabilidad de que el
fallo ocurra después de transcurrido el tiempo X ; por lo tanto, serd la probabilidad de que
el elemento, la pieza o el ser considerado "Sobreviva" al tiempo X ; de ahi el nombre.

3.4.3 LaFuncion Generatriz de Momentos
serd :

@)= E [e”] = f:e“-a-e‘“dx =

= [:e' (@=)xy :—{I{: [:({x—r‘)-e'm'mdt
qu;z gzl F(x) de una Exp I(EEJ—I:I

fusgn s valor serd |

tendremos asi que la F.G.M serd : .

& 1 /
o) = —=——=| l—
a-t gL 7
&
Una vez calculada la F.G.M podemos, partiendo de ella, calcular la media y la
varianza

Asi la media serd:

aeHx-a-=¢©, _--10-—0Ch-=
— o o o

En cuando a la varianza su expresion serd :
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2
& (4 & ya que

I 2 .. -1 2
&G =@ ':f)r_}n— Eﬂ E) (Ej —E
La mediana del modelo exponencial serd aquel valor de la variable x =Me que verifica
que F(Me) =%

Fle) =1-¢ %M — 152 i Ly -2

De manera que porlo que g% =3

3.4.4 Tasainstantanea de fallo.

Dentro del marco de la teoria de la fiabilidad si un elemento fiene una distribucion del
tiempo para un fallo con una funcién de densidad f(x), siendo x la variable tiempo para
que se produzca un fallo, y con una funcién de supervivencia S(X) La probabilidad de que
un superviviente en el instante t falle en un instante posterior t + A t serd una probabilidad
condicionada que vendrd dada por:

PE<xle+ ) _ S0 -8e-1)
Plx > 1) St

Pl<x<t+ielnde)=

Al cociente entre esta probabilidad condicionada y la amplitud del infervalo
considerado, t, se le llama tasa media de fallo en el intervalo [f, t+A 1] :

_ SE) - N+ A

z([2,6+ Ad]) NS0

Y ala tasa media de fallo en un intervalo infinitésimo es decir, al limite de la tasa media
de fallo cuando D 1® 0 se le llama Tasa Instantdnea de Fallo (o, simplemente, tasa de
fallo) en t:

_SO-Sera) 1 a8
S0 A8 S dx

[x=t]=

z(t) = li

WA se
S de

La tasa de fallo es, en general, una funcién del tiempo, que define univocamente la
distribucion.

Pues bien, puede probarse que el hecho de que la tasa de fallo sea constante es
condicion necesaria y suficiente para que la distribucion sea exponencial y que el
pardmetro es, ademds, el valor constante de la tasa de fallo.

en efecto:

Si Z() = aicis) = x— Expla)
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o
ity =a=——(ln SN _ _
it de donde adt =d(ln 5() infegrando esta ecuacioén

diferencial entre Oy x :

—ax =10 S(x) ~ln SOS0) = 1= 10 F(0) = 0

— XX
S(x} — € de modo que la funcidén de distribucién serd

4 —aX
F(x)=1-e™" £,ncion de Distribucion de una Exponencial

s x— Bxpla)—Szin=a

— —kX — X
Si X tiene una distribucién exponencial J(x) =ae ySx)=e

_Sim_ e

de manera que z(x) Stx) e

= iz

Asi pues si un elemento tiene una distribucion de fallos exponencial su tasa de fallos se
mantiene constante alo largo de toda la vida del elemento. La probabilidad de fallar en
un instanfe no depende del momento de la vida del elemento en el que nos
encontremos; lo que constituye la propiedad fundamental de la distribucidon que ahora
enunciamos:

3.4.5 Propiedad fundamental de la distribuciéon Exponencial
La distribuciéon Exponencial no tiene memoria:

Poseer informacién de que el elemento que consideramos ha sobrevivido un tiempo S
(hasta el momento) no modifica la probabilidad de que sobreviva t unidades de
tiempo mds. La probabilidad de que el elemento falle en una hora (o en un dia, o en
segundo) no depende del tiempo que lleve funcionando. No existen envejecimiento ni
mayor probabilidad de fallos al principio del funcionamiento

Plx>s+e) S(e+s) o XEH)

Flxre+tinira)=
Flx>a) STe) -

=g

Expresion que no depende, como se observa , del tiempo sobrevivido s.

3.4.6 Relacion con el proceso de Poisson.

Las aplicaciones mdas importantes de la distribucion exponencial son aquellas
sifuaciones en donde se aplica el proceso de Poisson, es necesario recordar que un
proceso de Poisson permite el uso de la distribucion de Poisson. Recuérdese también
que la distribucion de Poisson se utiliza para calcular la probabilidad de nUmeros
especificos de “eventos” durante un periodo o espacio particular. En muchas
aplicaciones, el periodo o la cantidad de espacio es la variable aleatoria. Por ejemplo
un ingeniero industrial puede interesarse en el tiempo T entre llegadas en una
interseccion congestionada durante la hora de salida de trabajo en una gran ciudad.
Una llegada representa el evento de Poisson.

La relacién entre la distribuciéon exponencial (con frecuencia llamada exponencial
negativa) y el proceso llamado de Poisson es bastante simple. La distribucion de
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Poisson se desarrolld como una distribucion de un solo pardmetro |, donde | puede
interpretarse como el niUmero promedio de eventos por unidad de “tiempo”. Considérese
ahora la variable aleatoria descrita por el tiempo que se requiere para que ocurra €l
primer evento. Mediante la distribucidn de Poisson, se encuentra que la probabilidad de
gue no ocurran en el espacio hasta el tiempo t estd dada por:

e‘“(lt)o B
o

p(0,t) = e M

Ahora puede utilizarse o anterior y hacer que X sea el tiempo para el primer evento de

Poisson. La probabilidad de que el periodo hasta que ocurre el primer evento de Poisson
exceda x es la misma que la probabilidad de que no ocurra un evento de Poisson en x.

Esto Ultimo por supuesto estd dado por e’t. Como resultado,

P(X2x) = e
Entonces, la funcion de distribucion acumulada para x es:
POSX<x)=1-e™

Ahora, con objeto de que se reconozca la presencia de la distribucidon exponencial,
puede derivarse la distribucion acumulada anterior para obtener la funcidén de densidad:

f(x) =1 e™
la cual es la funcidn de densidad de la distribucion exponencial con A=1/a.

Notese que la media de la distribucion exponencial es el pardmetro a, el reciproco del
pardmetro en la distribucién de Poisson. El lector debe recordar que con frecuencia se
dice que la distribucién de Poisson no tiene memoria, lo cudl implica que las
ocurrencias en periodos de tiempo sucesivos son independientes. Aqui el pardmetro
importante a es el tiempo promedio enfre eventos. En teoria de la confiabilidad,
donde la falla de un equipo concuerda con el proceso de Poisson, a recibe el nombre
de tiempo promedio entre fallas. Muchas descomposturas de equipo siguen el proceso
de Poisson, y entonces la distribuciéon exponencial es aplicable.

En el siguiente ejemplo se muestra una aplicacion simple de la distribucion exponencial
en un problema de confiabilidad. La distribucién binomial también juega un papel
importante en la solucion.

3.4.7 Ejemplos:

Suponga que un sistema contiene cierto tipo de componente cuyo tiempo de falla en
anos estd dado por la variable aleatoria T, distribuida exponencialmente con tiempo
promedio de falla a=5. Si 5 de estos componentes se instalan en diferentes sistemas,
scudl es la probabilidad de que al menos 2 continien funcionando después de 8
aNos?

Solucion:

La probabilidad de que un determinado componente esté funcionando aln después
de 8 anos es:
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w H S
P(»8)= %J-E_Ecﬁ - | = (.7 la integral se va a evaluar desde 8 hasta «
2

Sea x el nUmero de componentes funcionando después de 8 anos. Entonces mediante |a
distribucién Binomial,

n=>5

p = 0.20 = probabilidad de que un componente esté funcionando después de 8 anos
g = 1-p = 0.80 = probabilidad de que un componente no funcione después de 8 anos
P(x22) =p(x=2) + p(x=3) + p(x=4)+p(x=5) =1 -p(x =0, 1)

=1-{ JCr0.2 0.8+ Cr0.2 0.8t 1=1-0.7373=0.2627

El fiempo que transcurre antes de que una persona sea atendida en una fienda es una

variable aleatoria que tiene una distribucién exponencial con una media de 4 minutos.
3Cudl es la probabilidad de que una persona sea atendida antes de que transcurran 3
minutos en al menos 4 de los 6 dias siguientes?

Solucion: 301 1 3

13 L 2 !
P{T::B):ZIE Ydr=g ' |=1-£*=0.5276
1]

X = numero de dias en que un cliente es atendido antes de que transcurran 3 minutos
x=0,1,2,..,6dias

p = probabilidad de que un cliente sea atendido antes de que franscurran 3 minutos
en un dia cualquiera = 0.5276

g = probabilidad de que un cliente no sea atendido antes de que transcurran 3
minutos en un dia cualquiera = 1- p = 0.4724

Frx=56,N=6p= 09276 )=,C0.5276 P 0.4724 ! +,C.(0.5276 °r0.4724 ) =

=0.11587 + 0.02157 = 0.13744

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion Exponencial
Parametros
A=>0
Dominio
[0, o0)
Funcién de densidad A
Ae~
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Funcién de distribucion r

1—¢€
Media

1/A
Mediana

In(2)/A
Moda

0
Varianza

1/M2
Coeficiente de simetria 5
Curtosis

9
Entropia

P 1 —In()\)
Funcién generadora de momentos £y L
1 B _)

( A

Funcién caracteristica e —1
A

3.4.8 Distribucion Exponencial en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
gue se basen en la distribucion Exponencial.

Para obtener valores que se basen en la distribucién Exponencial, R, dispone de cuatro

funciones:

| Distribucion Exponencial.

dexp(x, rate =1, log = F) Devuelve resultados de la funcién de
densidad.

pexp(q, rate = 1, lower.tail =T, log.p = F) Devuelve resultados de la funcidon de
distribucion acumulada.

gexp(p. rate = 1, lower.tail =T, log.p = F) Devuelve resultados de los cuantiles de la
distribuciéon Exponencial.

rexp(n, rate = 1) Devuelve un vector de valores de la
distribucion Exponencial aleatorios.
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Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.
rate: Vector de tasas. Hay que tener en cuenta que: rate = 1/p

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X
<x], de lo conftrario, P [X > x].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

La magnitud de los terremotos registrados en una regidén puede representarse mediante
una funcién exponencial con media 2.7, de acuerdo con la escala de Richter, calcule
la probabilidad de:

a) Rebase los 3.0 grados en la escala Richter.

b) Sea inferior a los 2.0 grados en la escala de Richter.

c) P(X <. x) = 1/5.

d) P(X > x) = 2/5.

Sea la variable aleatoria discreta X, magnitud, en grados, de la escala Richter.
Dicha variable aleatoria, sigue una distribucion Exponencial: X ~ Exp(2.7)
Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X > 3.0), empleamos para tal

propdsito, la funcidn de distribucidn con el drea de cola hacia la derecha:

= pexp(3.0, rate=1,/2.7, lower.tail = F)
[lj 0.329193

Por lo tanto, la probabilidad de rebase los 3.0 grados en la escala Richter, es: 0.329.

Apartado b)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P(X <. 2.0), empleamos para tal
propdsito, la funcidn de distribucidn con el drea de cola hacia la izquierda:

= pexp(2.0, rate=1,/2.7, lower.tail = T)
[1] 0.5232394

Por lo tanto, la probabilidad de que sea inferior a los 2.0 grados en la escala Richter, es:
0.5232394.
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Apartado c)

Necesitamos obtener el valor de x (magnitud en grados en la escala Richter) para
satisfacer: P( X <.x) = 1/5, empleamos para tal propdsito, la funcién de cuantiles con el
drea de cola hacia la izquierda:

= qexp(l/5, rate=1,/2.7, lower.tail = F)
[1] 4.345482

Por lo tanto, la magnitud, en grados, en la escala Richter que sea inferior para obtener
una probabilidad de 1/5 es: 4.345482.

Apartado d)

Necesitamos obtener el valor de x (magnitud en grados en la escala Richter) para
satisfacer: P( X > x) = 2/5, empleamos para tal propodsito, la funcién de cuantiles con el
drea de cola hacia la derecha:

= gexpl2/5, rate=1,/2.7, Tower.tail = TJ
[1] 1.379229

Por lo tanto, la magnitud, en grados, en la escala Richter que se debe rebasar para
obtener una probabilidad de 2/5 es: 1.379229.

3.4.8.1 Grdficos de la distribuciéon Exponencial en R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcién de
distribucion Exponencial

#Funcion de Densidad:

x <- seq{0, 1.52, length=100)

plot{x, dexp(x, rate=5), xlab="x", ylab="Densidad",
main=expression{paste("'Distribucion Exponencial: ",lambda,” = 5")J),
type="1",col="red")

abline(h=0, col="gray")

Vot o+ W oYY

Distribucién Exponencial: . =5

Densidad

0.0 0.5 1.0 15
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Yo+ + WY

Probabilidad Acumulada

Ll al o T B T o w e B T U A A

# Funcion de Distribucion:

¥ <- s5eq{0, 1.52, length=100)

plot(x, pexp(x, rate=5), xlab="x",

ylab="Probabilidad acumulada",

main=expression(paste("Distribucidn Exponencial: ",lambda,” = 5")),
type="1",col="green")

abline(h=0, col="gray")

Distribucion Expenencial: . =5

10

06
|

04

02
I

0.0 0.5 10 15

# funcion de densidad f{x}

par({mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))

*x =- s5eq(0,6,len=1000)

rate =- c(0.2%, 0.%, 1, 1.5, 2)

colors =- c("black", "blue", "green", "red", "grey")
labels =-c(expression(paste(, lambda, "=0.25")}),
expression(paste(, lambda, "=0.5")),
expression(paste(, lambda, "=1")),
expression(paste(, Tlambda, "=1.5")),
expression(paste(, Tambda, "=2")))

plot{range(x),c(0,1),type="n",xlab="x", ylab="Densidad f{x)",
cex.lab = 1.2, cex.main=1,

cex,axis = 0.75)

grid()

for (i in 1:5){

Tines(x,dexp(x, rate[i],log=FALSE), col = colors[i],Twd=2)

1

legend("topright"”, inset=.05, title ="pParametros",

labels, Twd=2, Tty=c(1l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")
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Parametros
- —_— =025
—_ — =05
RS
[y o
T
©
R=]
w
c
QO = _
D o
| | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6
X
= # funcidn de distribucién F{x)
= par(mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))
= % <- s5eq(0,8,len=1000)
= rate =- c{0.25%, 0.5, 1, 1.5, 2}
= colors =- c("black™, "blue", "green", "red", "grey")
= labels <-c(expression(paste(, lambda, "=0.25")),
+ expression{paste(, lambda, "=0.5")),
+ expression(paste(, lambda, "=1")),
+ expression(paste(, lambda, "=1.3")),
+ expression(paste(, lambda, "=2")))
= plot{range(x),c(0,1.1),type="n",xlab="x", ylab="Distribucidon F{x)",
+ cex.lab = 1.2,cex.main=1,
+ cex,axis = 0.75)
= grid()
= for (i in 1:5){
+ lines(x,pexp(x, rate[i], lower=TRUE, log=FALSE), col = colors[i], lwd=2)
+
= legend("bottomright”, inset=.05, title ="Parametros",
+ labels, Twd=2, Tty=c(1, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")
= #
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Distribucion F(x)
Eli4 EIiE 0.8 1.0

0.2
]

0.0
]

Paramefros

A=0.25

A=0.5
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3.5 Distribucion Beta

En la teoria de probabilidad y estadistica, la distribucion beta representa una familia de
distribuciones de probabilidad contfinuas con soporte en el intervalo (0,1). La densidad
beta es caracterizada por dos pardmetros positivos, indicados generalmente poray p o u
y vV, que son pardmetros de localizaciéon y de escala. La distribucion beta ha sido aplicada
para modelar el comportamiento de variables aleatorias limitadas a intervalos de
amplitud finita, en una gran variedad de dreas.

Su densidad es:
[ (u+v)

:m(x)"_ (1-x)" :xe(0,1)

f(x)

que puede tener variados comportamientos, dependiendo de los valores de 1os
pardmetros, desde comportamientos simétricos hasta totalmente asimétricos, como es

presentado en el gr&fico de la figura v 37

Figura. Curva Roja u=2; v=2, Curva verde u=3; v=1, Curva azul
u=1; v=3

De manera natural, interesa extender estas
propiedades a soportes diferentes; es por esta

razdn que en las secciones siguientes serd 0 02s 0s 075

presentada la distribucion beta generalizada, para posteriormente realizar el contraste
con el modelo log-normal.

3.5.1 Distribucién Beta generalizada
La distribuciéon beta generalizada nacid de manera natural para dar mayor flexibilidad
al soporte acotado, donde su funcidon de densidad es definida como:

f(*c) - %;—E—‘)—) (:c)u.l (1- .’c)v.1 ‘XE (0,1)

Donde, del mismo modo que en el modelo estdndar, los pardmetros u 'y v son positivos.
La distribuciéon Beta estdndar es ahora una situacion particular de la distribuciéon Beta
Generalizada, cuando (a,b)=(0,1).

Si X es una variable aleatoria con distribucion Beta Generalizada, entonces la notacion
serd: X~BG(ab)(u,v) o equivalentemente X~BG(u,v,a.,b)

3.5.2 Caracteristicas del modelo
Para facilitar la operabilidad del modelo, consideraremos que el pardmetro b serd
escrito por b=a+h, de ese modo la densidad queda representada por:

Ve THE ) v—a)" (h-x)":xe(a.a
f(")'huﬂql—(u)l—(v)(,' ) (h ) 3 (’ +h)
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Los elementos siguientes son los que generalmente son presentados para el andlisis y
comparar evasiones.

Esperanza
E(X)= h

( ) u+v ta
Segundo Momento

u+l)u

E(x?)= L2 oy B pahed
(u+v+1)(v+u) u+v

Varianza

(u+1)u ,  u o,

()= (u+t*+l)(m'+u) (u _;.1‘)2

En el proceso de estimacién presentaremos dos de los mds relevantes; el primero es el de
maxima verosimilitud y el segundo es el de momentos.

En este proceso asumiremos que el pardmetro h o amplitud del intervalo de los posibles
valores de X es conocido.

Para el caso del estimador de maxima verosimilitud, basta resolver el sistema siguiente:

y/(u)—y/(u+v)=zn:lnnxi —~Inh
i=1
2 ln(h—xi)—]nh

v ()-p(u) =3

i=1 n

Las estimativas por medio del método de momentos, que representaremos por Uy V
respectivamente son:

l; B X h=-Xk X’

donde X .luego v=

—h(k T*) = X

3.5.3 Funcion de sobrevivencia para una variable aleatoria Beta generalizada

La funcidén de sobrevivencia es una de las principales funciones probabilisticas usadas
para describir estudios de sobrevivencia. La funcidn de sobrevivencia es definida
como la probabilidad de que una observacion no falle hasta un cierto tiempo 1, es
decir, la probabilidad de que una observaciéon sobreviva hasta el fiempo t. En términos
probabilisticos, esto es escrito como S(t) = P(T > 1). Por tanto, basado en esta definicion,
la funcidn de sobrevivencia puede ser determinada por S(t) =1-P(T<t)=1-F(t),
donde F(t) representa la funcién de distribucion de probabilidades de Ia variable
aleatoria T.

En el Grdfico es posible observar la flexibilidad de la funcion de sobrevivencia de la
variable aleatoria beta generalizada, con crecimientos fuertes en el inicio del proceso,
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para posteriormente estabilizarse casi en un decaimiento lineal, como es posible observar
en la curva de color amarillo. De forma similar, podemos obtener funciones de
sobrevivencia en la cual el decrecimiento de la curva sea significativo después del 50% de
las fallas o muertes, como se muestra en la curva de color negro, y las curvas restantes son
una muestra de la flexibilidad y la amplia gama de situaciones con soporte acotado
posibles de modelar.

En el grdfico consideramos los valores 2, 2, 1,
- 5y 0.5 para los parémetrosa, 2,5,3,1y 1
para el pardmetro 8 representados de color
verde, rojo, azul, negro y amarillo

respectivamente y h=3

3.5.4 Funcion de riesgo para una variable aleatoria Beta generalizada

La funcién de Riesgo también es conocida como funciéon de tasa de falla. Para su
definicidén vamos asumir que la probabilidad de que la falla ocurra en el intervalo [t,12]
puede ser expresada en términos de la funcién de sobrevivencia como: S(t)-S(t2) (ver Lee
2003). La tasa de falla en el intervalo [11,12[ es definida como la probabilidad de que la
falla ocurra en este intervalo, dado que no ocurrié antes de 11, dividido por la amplitud
del intervalo. Asi, la tasa de falla en el intervalo [t1,12[ es expresada por : ((S(t1)-S(t2))/((t2-
t1) S(t1))). De forma general la funcién de riesgo, A(t), es definida como: A(t)=(f(t))/(S(1)).

En el grafico de la Figura, es posible observar la flexibilidad de la funcidén de riesgo de
una variable aleatoria Beta Generalizada, con incrementos en diferentes velocidades.
Una situaciéon muy importante de destacar es la modelacién de un riesgo que en el
fiempo cero tiene un riesgo diferente de cero.

En el Grdfico consideraremos los valores 2,
375T 2y 1para el paradmetro a, 2, 5y 4 para el
parametro B representados de color verde,

gk amarillo y azul respectivamente y h=3
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Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion Beta

Pardmetros
v > (Jforma
‘5 e I:Iforma
Dominio e [U; 1]
Funcién de densidad o1 (1 . I)_g_l
B(a, 5)
Funcion de distribucion
unci istribuci lr.-r(ﬂ’,ﬁ)
Media ¥
o+ 3
Moda a— 1
a+8—-2pa>1,0>1
Varianza ﬂﬁ
(a+ B)*(a+ 5+ 1)
Coeficiente de simetria 9 (,5 . &) ot ,5 T {
(@45 +2)vaf
Funcion generadora de momentos L i ;1:11 a+r th
/7 teristi .
Funcion caracteristica 1F1 (ﬂ; o ﬁ;tt)

3.5.5 Distribucion Beta en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
gue se basen en la distribucion Beta.

Para obtener valores que se basen en la distribucidn Beta, R, dispone de cuatro
funciones:
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| Distribucién Beta.

dbeta(x, shapel, shape2, ncp =0, log = F) Devuelve resultados de la funcién de
densidad.

pbeta(q, shapel, shape2, ncp =0, lower.tail =||Devuelve resultados de la funcién de

T,log.p =F) distribucion acumulada.

gbeta(p, shapel, shape2, ncp = 0, lower.tail =||Devuelve resultados de los cuantiles de la

T,log.p =F) distribucion Beta.

roeta(n, shapel, shape2, ncp = 0) Devuelve un vector de valores de la

distribucion Beta aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.

shapel, shape2: Parémetros de la Distribucion Beta. Shapel = ay Shape2 = p.
Ambos deben ser positivos.

ncp: Pardmetro l6gico que determina si la distribucion es central o no.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son
P[X <x], de lo confrario, P [X > x].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Un distribuidor mayorista de gasolina tiene tanques de almacenamiento de gran
capacidad con un abastecimiento fijo, los cuales se llenan cada lunes. El, desea
saber el porcentaje de gasolina vendido durante la semana.

Después de varias semanas de observacion, el mayorista descubre que este
porcentaje podria describirse mediante una distribucidn beta con a = 4y B = 3.
Calcule la probabilidad de que venda:

a) Al menos, el 80% de sus existencias en una semana.

b) Menos del 30% de sus existencias en una semana.

c) P(X <. x) = 2/5.

d) P(X > x) = 1/1e.

Sea la variable aleatoria discreta X, ventas de gasolina durante la semana.
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dicha variable aleatoria, sigue una distribucién Beta: X ~ B(4, 3)

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X > 0.8), empleamos para tal
propdsito, la funcidn de distribucidn con el drea de cola hacia la derecha:

= pbeta(0.8, 4, 3, Tower.tail = F)
[1] 0.09888

Por lo tanto, la probabilidad de que venda al menos mds del 80% de la existencia de
gasolina en una semana es muy baja: 0.09888.

Apartado b)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P X <. 0.3), empleamos para tal
propdsito, la funcidén de distribucidn con el drea de cola hacia la izquierda:

= pbeta(0.3, 4, 3, Tower.tail = T)
[1] 0.07047

Por lo tanto, la probabilidad de que venda menos del 30% de la existencia de gasolina en
una semana es: 0.07047.

Apartado c)

Necesitamos obtener el valor de x (Ventas de gasolina en una semana) para
satisfacer: P( X <. x) = 2/5, empleamos para tal propdsito, la funcién de cuantiles con el
drea de cola hacia la izquierda:

= gheta(2/5, 4, 3, lower.tail = T)
[1] 0.5292158

Por lo tanto, la cantidad de gasolina vendida que sea inferior para obtener una
probabilidad de 2/5 son:0.5292158.

Es decir, para una probabilidad de 2/5, hay que vender menos del 52.9% de sus
existencias de gasolina en una semana.

Apartado d)

Necesitamos obtener el valor de x (Ventas de gasolina en una semana) para
safisfacer: P( X >x) = 1/10, empleamos para tal propsdsito, la funcidn de cuantiles con el
drea de cola hacia la derecha:

> gheta(l1,/10, 4, 3, lower.tail = F)
[1] 0.7990911

Por lo tanto, la cantidad de gasolina vendida que se rebase para obtener una
probabilidad de 1/10 son:0.7990911.
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Es decir, para una probabilidad de 1/10, hay que vender mds de 80 % de sus existencias
de gasolina en una semana.

3.6 Distribucion y2
En estadistica, la distribucion de Pearson, llamada también ji cuadrada(o) o chi
cuadrado(a) (x?). es una distribucion de probabilidad continua con
un pardmetro k que representa los grados de libertad de la variable
aleatoria:

Donde Zi son variables aleatorias normales independientes de media
cero y varianza uno. El que la variable aleatoria X tenga ésta
distribucion se representa habitualmente asi: .

X ~x:

Esta distribucion , junto con la t de Student y la F de Snedercor (ademds de la normal) son
de fundamental importancia para el desarrollo de la inferencia estadistica . Como las
ofras dos, es la distribucion de una cierta caracteristica de los datos obtenidos
aleatoriamente a partir de una distribucién normal. En consecuencia puede hacerse
derivar de un proceso experimental de selecidon aleatoria, aungue tambien puede
ponerse en relacion con las distribuciones
Eulerianas.

2

Dado que la ’/}” es la suma de n normales
fipificadas al cuadrado podemos afirmar, por el
motivo de ser precisamente cuadrados ,que el
campo de actuacion-variacion de la variable asi
distribuida serd siempre positivo .La forma de la
funcién de densidad y distribucion variardn segun
los grados de libertad , siendo su forma habitual la
campaniforme.

El cdiculo de las diversas probabilidades para los diferentes valores de la variable X, se
explicita normalmente en tablas desarrolladas para los diversos valores de grados de
libertad

Como hemos dicho ,la representacion grafica de la distribucién ( su forma) varia
segun los valores que tome su pardmetro n o k (grados de libertad); asi y como puede
observarse en el grafico, para grados de libertad bajos ( sobre todo para un g.l.) el
conjunto de la probabilidad queda muy préoxima al valor cero de la variable ; de esta
caracteristica surge, para algunos tipos de contrastes que utilizan la Chi2
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3.6.1 Funcion de densidad
La funcién de densidad de la distribucion %2 viene dada como

1
(k/2)—1 —z/2
fa:k) = { #PTGRy) & ¢ parar 20
0 para x < 0

Donde I'(k/2) es una distribuciéon gamma de pardmetro (k/2) siendo k el nUmero de
grados de libertad

3.6.2 Funcion de distribucion acumulada
Su funcidén de distribucion es:

v(k/2,2/2)
@) = "1

donde (%, 2) es1a funcién gamma incompleta.

El valor esperado y la varianza de una variable aleatoria X con distribucion x2 son,
respectivamente, k y 2k.

3.6.3 Relacion con otras distribuciones
La distribucién x2 es un caso especial de la distribucion gamma. De hecho,

Xmlﬂ(E

f = 2) i
1
2 Como consecuencia, cuando k = 2, la distribucion X% esuna
distribucion exponencial de media E= 4

Cuando k es suficientfemente grande, como consecuencia del teorema central del
limite, puede aproximarse por una distribucién normal:

2
. Xxklz)
im = = Navem @

3.6.4 Aplicaciones

La distribucion x? tiene muchas aplicaciones en inferencia estadistica. La mds
conocida es la de la denominada prueba x? utilizada como prueba de independencia
y como prueba de bondad de ajuste y en la estimacion de varianzas. Pero también
estd involucrada en el problema de estimar la media de una poblacién normalmente
distribuida y en el problema de estimar la pendiente de una recta de regresion lineal, a
fravés de su papel en la distribucidn t de Student.

Aparece también en todos los problemas de andlisis de varianza por su relacién con la
distribucidn F de Snedecor, que es la distribucién del cociente de dos variables
aleatorias independientes con distribucion x2.

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua

92



Variable Aleatoria

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion zz

ParGmetros

Dominio

Funcidén de densidad

Funcion de distribucion

Media

Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

Entropia

Funcion generadora de momentos

Funcidn caracteristica
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k = 0 grados de libertad

x € [0;+00)

(L/2)"2 4oy
I'(k/2)

E—.’I!,v"?

[(k/2,2/2)
I'(k/2)

k

aproximadamente k— 2/3

E—2ik =2

2k

8/k

12/k

g+1n(2r(;c/2))+(l—k/Q)tb(k/Q)

(1 - 2t)_wzfoer <1

(1 —2it)~"?
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3.6.5 Distribucion x2enR.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que
se basen en ladistribucién ji-Cuadrada.

Para obtener valores que se basen en la distribucién ji-Cuadrada, R, dispone de cuatro
funciones:

| Distribucion ji-Cuadrada.

dchisq(x, df, ncp=0, log = F) Devuelve resultados de la funcién de
densidad.

pchisq(q, df, ncp=0, lower.tail =T, log.p = F) ||[Devuelve resultados de la funcién de
distribucion acumulada.

gchisq(p. df, ncp=0, lower.tail =T, log.p = F) ||Devuelve resultados de los cuantiles de la ji-
Cuadrada.

rchisq(n, df, ncp=0) Devuelve un vector de valores de la ji-
Cuadrada aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.
df: Grados de libertad.

ncp: Pardmetro que determina la centralidad de la grdfica ji-Cuadrada. Si se
omite, el estudio se realiza con la grafica no centralizada.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Parémetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son
P[X <x], de lo confrario, P [X > x].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Determinar:

a) X*(0.95, 3).

b) P(X* <. X) = 0.95 con 25 grados de libertad
c) P(X* 2 15.) con 20 grados de libertad.

Apartado a)
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Para resolver este apartado, necesitamos resolver el valor que tiene la ji-cuadrado con un
drea de cola de 0.95y 3 grados de libertad.

Para ello, usamos la funcidon de cuantiles indicando que el drea de cola es hacia la
derecha:

= gchisq({0.95, 3, Tower.tail = F)
[1] 0.3518463
Apartado b)

Debemos obtener el valor de x que satisface las condiciones del apartado, para ello,
usamos la funcidn de cuantiles indicando que el drea de cola es hacia la izquierda, con
25 grados de libertad:

= qchisg(0.95, 25, lower.tail = T)
[1] 37.65248
Hay que indicar, que da el mismo resultado si operamos la desigualdad:
P(X2=2x)=1-0.95=0.05

= qchisg{0.05, 25, lower.tail = F)
[1] 37.685248

Apartado c)

En este caso, debemos obtener el valor del drea de cola que satisfaga las condiciones del
apartado, para ello, usamos la funcién de probabilidad con 30 grados de libertad y drea
de cola hacia la derecha:

= pchisg({1l5, 20, Tower.tail = F)
[1] 0.7764076

Por lo tanto, la probabilidad o drea de cola es, aproximadamente: a = 0.7764.

3.6.5.1 Grdficos de la distribucién y?en R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcidn de
distribucion y2.

#Distribucion 2

#n de Pearson:

¥ «<— seq(0, 12.116, Tength=100)

plot(x, dchisg(x, df=1), xTab=expression(chis2), ylab="Densidad",
main=expression(paste("Distribucion ", chir2,” : n=1,2,3,4,5")), type="
")

abTline(h=0, col="gray")

abTline(v=0, col="gray")

text(1,1,"n = 1",col="black")
Tines(x, dchisq(x, df=2),col="blue™)
text(2,.34,"n = 2",col="blue"™)
Tines(x, dchisq(x, df=3),col="green")
Tines(x, dchisg(x, df=4),col="red")
text(4,.28,"n = 4", col="red")
text(3,.31,"n = 3",col="green")
Tines(x, dchisq(x, df=5),col="pink")
text(5,.25,"n = 5",col="pink"™)

AV VYV VYV VY VY 4+ Y Y Y Y

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

95

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua



Variable Aleatoria

Distribucion °:n=1,2,3,4,5

1.0

OI.B

Densidad

04

3.7 Distribucion t de Student

William Sealy Gosset, era un matemdtico y quimico inglés que trabajé en el control de
calidad de las destilerias de la famosa marca de cerveza “Guinness” con muestras muy

pequenas.

Fue en 1.908, cuando contaba con 32 anos, cuando publico el
articulo “The probable error of a mean™ en la revista “Biometrika“,
pero no con su nombre, sino con el seuddnimo por el que se hizo
famoso, Student. La razén principal fue que “Guinness” habia
sufrido anteriormente una fuga de informacidén por una
publicacion de un empleado, por lo que prohibid a su plantilla

publicar articulos,.

En probabilidad y estadistica, la distribucién t (de Student) es una distribuciéon de

0,45

04 f
0,35 [
03 f
0,25 [
02 f
0,15 [
01 f

0,05 [

k=infini

probabilidad que surge del
problema de estimar la media de
una poblacidén normalmente
distribuida cuando el tamano de la
muestra es pequeno.

Aparece de manera natural al
realizar la prueba t de Student para
la determinacion de las diferencias
enfre dos medias muestrales y para
la construccion del intervalo de
confianza para la diferencia entre

las medias de dos poblaciones cuando se desconoce la desviacion tipica de una
poblacion y ésta debe ser estimada a partir de los datos de una muestra.
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3.7.1 Distribucion de probabilidad
La distribucion t de Student es la distribucion de probabilidad del cociente

r:ﬁ:z‘g

Donde:

e 7/ esuna variable aleatoria distribuida segun una normal fipica (de media nula 'y
varianza 1).

e Vesuna variable aleatoria que sigue una distribucién x2 con 14 grados de libertad.

e 7y Vsonindependientes

Z+p
v Viv
Si y es una constante no nula, el cociente / es 2
una variable aleatoria que sigue la distribucién t de
Student no central con pardmetro de no-centralidad 2 -
i,
© |
Supongamos que Xi,..., Xn son variables aleatorias =
independientes distribuidas normalmente, con media . —
Uy varianza o2. Sea ° — k=2
k=5
= o | k=10
Xn=(X1+---4+X,)/n S k=Inf
la media muestral. Entfonces S

_}(ﬂ_“ -4 -2 0 2 4
- a/yn

sigue una distribuciéon normal de media 0 y varianza 1.

VA

Sin embargo, dado que la desviacion estdndar no siempre es conocida de antemano,
Gosset estudié un cociente relacionado,

_Xa—n L Ny
T_Sn;"s/ﬁ’ SQ(:E)_R—IE:I(:EI T)

es la varianza muestral y demostrd que la funcién de densidad de T es

_I((v+1)/2)
=m0/

donde ¥ esigualan - 1.

(1 + t?/y)—{u+1]f‘2

La distribuciéon de T se llama ahora la distribucion-t de Student.
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El pardmetro ¥ representa el nUmero de grados de libertad. La distribucidn depende de 1/
, pero no de # o &, lo cual es muy importante en la practica.

3.7.2 Intervalos de confianza derivados de la distribuciéon t de Student

El procedimiento para el cdlculo del intervalo de confianza basado en la t de Student
consiste en estimar la desviacion tipica de los datos S y calcular el error estndar de la
media:

— S
X =
Jn
siendo entonces el intervalo de confianza para la media:
— S
X = itn;"?,ﬂ.—l

N

Es este resultado el que se utiliza en el test de Student: puesto que la diferencia de las
medias de muestras de dos distribuciones normales se distribuye también normalmente, la
distribucion t puede usarse para examinar si esa diferencia puede razonablemente

suponerse igual a cero.

para efectos prdcticos el valor esperado vy la varianza son:

E(t(n)) =0, Var(t(n — 1)) =n/(n—2)pqan >3 E(t(n) =0,
Vﬁr(t(n_l)):n/n oron}3E[[ )):Uy
Vﬁr(t(n_l)):”/ n— poroﬂ}3E( (n )):Dy
Var(t(n — 1)) =n/(n—2) para 1t > 3

AT, T, T,

3.7.3 Distribucion t de Student no estandarizada

La distribucién t puede generalizarse a 3 pardmetros, introduciendo un pardmero
locacional # y otro de escala @. El resultado es una distribucién t de Student no
estandarizada cuya densidad estd definida por:

plzlv, p, 0) = (ngjr_)vg (1+ 1 (I;p)z)— ;

Equivalentemente, puede escribirse en términos de F~ (correspondiente a la varianza
en vez de a la desviacién estandar):

rlvu o) = F(VTH) l(ff_#)z
et ) = g o (1455

Otras propiedades de esta version de la distribucion tson:2

—ptl
2

E(X)=pu para v > 1,
Var(X) = o? Y para v > 2,
Moda(X) = u
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La distribucién t de student se puede usar cuando cualquiera de las siguientes

condiciones se cumplen:

« La distribucién de la poblacién es normal n es normal

« Ladistribuciéon de la muestra es simétrica, unimodal, sin puntos dispersos y alejados

(outliers outliers) y el tamano de la muestra es de 15 0 menos.

« Ladistribuciéon de la muestra es moderadamente asimétrica, unimodal, sin puntos

dispersos (outliers) y el tamano de la muestra estd entre 16 y 30.

« Eltamano de la muestra es mayor de 30, sin puntos dispersos (aunque en este caso

también se puede usar la distribucidon normal.

Cuando se extrae una muestra de una poblacion con distribucion normal (o casi normail),
la media de la muestra puede compararse con la media de la poblacidn usando un valor

t. El valor t puede entonces asociarse con una probabilidad acumulada Unica que

representa la posibilidad posibilidad de que, dada una muestra aleatoriaomente extraida
de la poblacién de tamano n, la media de la muestra sea IGUAL, MENOR o MAYOR a la

media de la poblacién.

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion t de Student

Pardmetros
Dominio

Funcidén de densidad

Funcion de distribucién

Media
Mediana

Moda

BY NC

v = () grados de libertad (real)

x € (—o0;+00)

[((v+1)/2) 22 /)~ /2
JorT () )

g+l (37)
o1 (,5555-2)
y”ﬁf'(%) donde o Fy es la funcién

hipergeométrica

0 para V' = 1, indefinida para otros valores
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Varianza I/

v — 2 para IV >> 2, indefinida para otros

valores
Coeficiente de simetria

Oparar > 3
Curtosis 6

v —A4paralt =>4

Entropia
y-gl [,(]D( l-é—u) _ ,l']II.r}

. ")"rj: funcién digamma,

e I funcién beta

Funcién generadora de momentos (No definida)

3.7.4 Distribucion t de Student en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que
se basen en ladistribucion t-Student.

Para obtener valores que se basen en la distribucion t-Student, R, dispone de cuatro
funciones:

| Distribucién t-Student. |

|d‘r(x, df, ncp, log = F) HDevuere resultados de la funcién de densidod.|

pt(q. df, ncp, lower.tail =T, log.p = F) ||[Devuelve resultados de la funcién de
distribucion acumulada.

af(p. df, ncp, lower.tail =T, log.p = F) ||[Devuelve resultados de los cuantiles de la t-
Student.

rt(n, df, ncp) Devuelve un vector de valores de la t-Student
aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.

df: Grados de libertad.
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ncp: Pardmetro que determina la centralidad de la grdfica t-Student. Si se omite, el
estudio se realiza con la grdfica centralizada en 0.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X
<x], delo conftrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Determinar:

a) P(T 2 3.0) con 5 grados de libertad.

b) P(T £ 1.5) con 30 grados de libertad.

c) P(T 2 t) = .85 con 20 grados de libertad.

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P(T = 3.0) con 5 grados de libertad, por
lo tanto, debemos obtener el pardmetro de drea de cola, a, para ello, usamos la funcion
de distribucion indicando que el drea de cola es hacia la derecha:

= pt(3., 5, lower.tail = F)
[1] 0.015049562

Por lo tanto, el drea de cola que satisface las restricciones del apartado es,
aproximadamente, a = 0.015.

Apartado b)

Este apartado se resuelve igual que el anterior, debemos obtener el parémetro de
drea de cola, a, para ello, usamos la funcion de distribucion indicando que el drea de
cola es hacia la izquierda:

= pt(1.5,30, lower.tail = T)
[1] 0.9279&7

Por lo tanto, el drea de cola que satisface las restricciones del apartado es,
aproximadamente, a = 0.9279.

Apartado c)

En este caso, debemos obtener el valor de t para que se obtenga un drea de cola de
0.05 con 20 grados de libertad, para ello, usamos la funcion de cuantiles indicando
que el drea de cola es hacia la derecha:

= gt (0.05, 20, Tower.tail = F)
[1] 1.724718
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3.7.4.1 Grdficos de la distribucion t de Student en R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcion de
distribucién t de Student.

= #Distribucidon tn de student:
= ¥ =- s5eq(-3.291, 3.291, Tength=100)
= plot(x, dnorm{x, mean=0, sd=1), xlab="x", ylab="Densidad",
+ main="Distribucidn t Student : n =1,2,3,4",, type="1")
= abline(h=0, col="gray")
= text(2,.38,"N{0,1)",col="black™)
= lines{x, dt{x, df=1),col="blue")
= text(2,.36,"'n = 1",col="blue")
= Tines{x, dt(x, df=2),col="green")
= text(2,.34,"n = 2",col="green")
= 1ines{x, dt{x, df=3),col="red")
= text(2,.32,"n = 3",col="red")
= Tines{x, dt(x, df=4),col="pink")
= Text(2,.30,"n = 4" ,col="pink™)
-
Distribucion t Student: n=1,2,3,4
h
a

3.8 Distribucion F de Fisher
Usada en teoria de probabilidad y estadistica, la distribucidn F es una distribucion de
probabilidad continua. También se le conoce como distribucion F de Snedecor (por
George Snedecor) o como distribuciéon F de Fisher-
Snedecor (por Ronald Fisher).

Bidlogo y estadistico Ronald Fisher

Frecuentemente se desea comparar la precision de un
instrumento de medicion con la de otro, la estabilidad de
un proceso de manufactura con la de ofro o hasta la forma
en que varia el procedimiento para calificar de un profesor
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universitario con la de otro, cuando en la industria se dispone de dos métodos o
maquinas para hacer el mismo producto, se utiliza con frecuencia las varianzas y se las
compara con propdsitos de control de calidad. Por ello necesitamos estar familiarizados
con una distribucion muestral nueva, la distribucidn F de Fisher que aparece en los
contrastes asociados a comparaciones entre las varianzas de dos poblaciones normales
(o dos muestras independientes). Este método es importante porque aparece en
pruebas en las que queremos determinar si dos muestras provienen de poblaciones que
tienen variancias iguales. Si esto ocurre, las dos muestras tendrdn, aproximadamente, la
misma varianza; esto es, su razén serq,
aproximadamente 1. La diferencia con
o T 1 puede aftribuirse al error muestral.
Mientras mds lejos esté el valor de F,

Distribucion F con (10,8) grados de libertad

0,6 menos probable es que pertenezca a
una distribuciéon F particular.
€ 04 . . e
= Una variable aleatoria de distribucion F
0. se construye como el siguiente
1 cociente:
0 Sean Uy V dos variables aleatorias

independientes, tal que:

Usx. v Vox

Sea una variable X definida como:

_ Uim
Vin

X

X asi definida, sigue una distribucién F DE FISHERSNEDECOR de m y n grados de libertad,
que representamos como: X — Fmn

La distribucién F aparece frecuentemente como la distribucién nula de una prueba
estadistica, especialmente en el andilisis de varianza. Véase el test F.

Es una distribucion que aparece, con frecuencia, como distribucion de un estadistico
de test, en muchos contrastes de hipdtesis bajo las suposiciones de normalidad. Por
ejemplo, todos los contrastres ANOVA.

3.8.1 Funcién de densidad.
La funcién de densidad de una F se obtiene a partir de la funcidon de densidad
conjuntade Uy V, y tiene la siguiente expresion.

oy
f(xj=ﬁ(—)3 x?'j”+—1‘)' 2
r)re) " ;
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para todo valor de x>0. Es evidente, por su construccion, que solo puede tomar valores
positivos, como |la chicuadrado.

La forma de la representacion grdafica depende de los valores m y n, de tal forma que si
m y n tienden a infinitos, dicha distribucién se asemeja a la distribucion normal.

" "

Media y varianza. La media existe si "n" es mayor o igual que 3, y la varianza existe si "n" es
mayor o igual que 5y sus valores son:

7 2_ 2nfm+n-2)
mmn-2 ) (n-4)

Lol ¥ s Tl # /1

3.8.2 Funcidn de distribucion. Uso de tablas.
La funcién de distribucion la tendremos que calcular mediante la expresion general.

Fx)=1, ftx)dx

gue dada la forma de la funcidn de densidad se hace muy poco manejable por lo cual
tendremos que recurrir de nuevo al uso de las tablas. En la tabla de la F de Fisher-
Snedecor se presentan: en la primera columna, los grados de libertad del denominador,
esto es el valor de n. En la primera fila se muestra primero el valor de o, que como
puede verse en la grdfica de la tabla es la probabilidad que queda a la derecha del
punto seleccionado. A continuacion aparecen los grados de libertad del numerador,
es decir, el valor de m. En el interior de la tabla se muestran los valores que dejan a su
derecha una probabilidad a para los grados de libertad m y n seleccionados. Por
ejemplo, el valor 9.12 de una distribucién F de 4 y 3 grados de libertad deja a su
derecha una probabilidad igual a 0.05. Obsérvese que el cdiculo de la funcidn de
distribucion es inmediato. De esta manera, la funcién de distribucién de una

distribuciéon F de 4 y 3 grados de libertad en el punto 9.12 es 1-0.05=0.95

Una PROPIEDAD de esta distribuciéon es que la inversa de una variable aleatoria con
distribucién Fmnsigue también una distribucién F con n'y m grados de libertad. Es decir,

SiXo>Fn,=X'9F..

Y como consecuencia de esta propiedad se cumple:

i | |
P(Fpp2Cl=P(—==)=P(Fms—)
F c C

mnr

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua

104



Variable Aleatoria

3.8.3 Caracteristicas de la distribucion F:
1. F tiene valores no negativos; es igual a cero o positiva.

2. Fesasimétrica;: estd sesgada a la derecha.

3. Existen muchas distribuciones F, de manerasemejante a las distribuciones
t.

4. Existe una distribucion para cada par de grados de libertad g1 (grados de
libertad del numerador) y gl2. (grados de libertad del denominador).

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion F de Fisher o Snedecor

Parametros dl = []: d*z > |]grados de libertad

Dominio T < [U; —|—DO)

(d1 z+dp )1 +d2

Funcion de densidad \/ (di z)41 d32

zB(3 %)
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Funcién de distribucion Iari%i (d1/21 d‘z/z)
Media dy

d? _2para d? } 2

Moda dy — 2 dy
dl d?: + 2 para dl > 2

Varianza 2 d% (dl + d? - 2)
dl(d2 - Q)E(d? - ‘i) para dy > 4

Coeficiente de simetria (2d; + dy — 2)+/8(dy — 4)
(dy — 6)\/d1 (di + dy — 2)
para dz > 6

3.8.4 Distribucion F de Fisher o Snedecor en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que
se basen en la distribucién F de Snedecor.

Para obtener valores que se basen en la distribucion F de Snedecor, R, dispone de
cuatro funciones:

| Distribucién F de Snedecor.

df(x, df1, df2, ncp, log = F) Devuelve resultados de la funcion de
densidad.

pf(q. dfl, df2, ncp, lower.tail =T, log.p = ||Devuelve resultados de la funcién de

F) distribucién acumulada.

af(p, df1, df2, ncp, lower.tail =T, log.p = ||[Devuelve resultados de los cuantiles de la

F) distribucidn F.

rf(n, df1, df2, ncp) Devuelve un vector de valores de la
distribucién F aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.

n: NUmeros de observaciones.
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df1, df2: Grados de libertad, df1 corresponde al numerador y df2 al denominador.

ncp: Pardmetro que determina la centralidad de la grafica de la distribucion F. Si se
omite, el estudio se realiza con la grafica no centralizada.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X
<x], de lo conftrario, P [X > x].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Determinar:

a) F(0.3, 15, 25).

b) P(F <. f) = .83 con dfl = 25 y df2 = Infinito.
c) P(F 2 200) con dfl = 2 y df2 = 3.

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver el valor que tiene la distribucion F con
un drea de cola de 0.3 y15 grados de libertad en el numerador y 25 grados de libertad en
el denominador.

Para ello, usamos la funcidon de cuantiles indicando que el drea de cola es hacia la
derecha:

= gf (0.3, 15, 25, lower.tail=F)
[1] 1.25271

Apartado b)

Debemos obtener el valor de f que satisface las condiciones del apartado, para ello,
usamos la funcién de cuantiles indicando que el drea de cola es hacia la izquierda,
con 25 grados de libertad en el numerador e infinitos grados de libertad en el
denominador:

= qf (0.03, 25, Inf, lower.tail=T)
[1] 0.5393581

Hay que indicar, que da el mismo resultado si operamos la desigualdad:
P(F=f)=1-0.03=0.97

= qf (0.97, 25, Inf, lower.tail=F)
[1] 0.5393581

Apartado c)
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En este caso, debemos obtener el valor del drea de cola que satisfaga las condiciones del
apartado, para ello, usamos la funcién de probabilidad con 2 grados de libertad en el
numerador y 3 grados de libertad en el denominador, y drea de cola hacia la derecha:

> pf(200, 2, 3, Tower.tail=F)
[1] 0.0006422799

Por lo tanto, la probabilidad o drea de cola es, aproximadamente: a = 0.0006422799.

3.8.4.1 Grdficos de la distribucion F de Fisheren R
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcion de
distribucion F de Fisher.

# Distribucidn Fm,n de snedecor:

x <- seq{0, 8, length=400)

plot(x, df(x, dfli=1l, df2=1), xlab="f", ylab="Densidad",
main="Distribucidon F: m,n", type="1")
abline(h=0, col="gray")

abline(v=0, col="gray")

text{a,2,"'m=1, n=1",col="black™)

Tines{x, df{x, dfi=2, df2=1),col="blue")
text{6,1.8,"'m=2, n=1",col="blue"™)

Tines(x, df{(x, dfl=5, df2=2),col="green™)
text(6,1.6,"m=5, n=2",col="green")

Tines{x, df{x, dfl=100, df2=1),col="red")
text{s,1.4,"m=100, n=1",col="red")

Tines(x, df{x, dfl=100, df2=100),col="pink")
text(6,1.2,"m=100, n=100",col="pink")}

¥ VY VY YV VY VYV Y YY
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Distribucién F: m,n

2 m=1, n=1
m=2, n=1
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3.9 Distribucion lognormal

En probabilidades y estadisticas, la distribucion normal logaritmica es una distribucion de
probabilidad de una variable aleatoria cuyo logaritmo estd normalmente distribuido. Es
decir, si X es una variable aleatoria con una distribucion normal, entonces exp(X) tiene una
distribucién log-normal.

La distribucién lognormal se obtiene cuando los logaritmos de una Variable se
describen mediante una distribucidon normal. Es el caso en el que las variaciones en la
fiabilidad de una misma clase de componentes técnicos se representan considerando
la tasa de fallos A aleatoria en lugar de una variable constante.

Es la distribucion natural a utilizar cuando las desviaciones a partir del valor del modelo
estdn formadas por factores, proporciones o porcentajes mds que por valores
absolutos como es el caso de la distribucion normal.

La distribucién lognormal tiene dos pardmetros: m* (media aritmética del logaritmo de
los datos o tasa de fallos) y o(desviacion estdndar del logaritmo de los datos o tasa de
fallos).

Una variable puede ser modelada como log-normal si puede ser considerada como
un producto multiplicativo de muchos pequenos factores independientes. Un ejemplo
fipico es un retorno a largo plazo de una inversidon: puede considerarse como un
producto de muchos retornos diarios.

La distribucion log-normal tiende a la funcidon densidad de probabilidad

L ) -w?/202

flasp, o) =
o\ 2
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para & > 0, donde #y & son la media y la desviaciéon estandar del logaritmo de
variable. El valor esperado es

E(X} — E,:..|.+-::r2,f2
y la varianza es
2

var(X) = (e — 1)62“+”2_

3.9.1 Propiedades
La distribucién lognormal se caracteriza por las siguientes propiedades:

e Asigna a valores de la variable <0 la

" ) f(a)
probabilidad 0 y de este modo se ajusta a las tasas 247
- . 0
y probabilidades de fallo que de esta forma sélo 5 hgo = Bx10Jxh1
pueden ser positivas. dg= 2510 1!
a = 1524103
e Como depende de dos pardmetros, segun : Eogdrml
veremos, se ajusta bien a un gran nimero de — ! fﬁo=25:‘::;::‘
C . . B . | 45 = 2.5x10xh
distribuciones empiricas. | z =2
. : 0
e £sidonea para pardmetros que son a su vez o ! :
. 9 |
producto de numerosas cantidades aleatorias 0 L — At
Lo . . Pt 100-3 1.5x104-3 5x10A-3 100 -2
(multiples efectos que influyen sobre la fiabilidad 1% - T

de un componente).

e La esperanza matemdtica o media en la distribucion lognormal es mayor que su
mediana. De este modo da mds importancia a los valores grandes de las tasas de fallo
que una distribucién normal con los mismos percentiles del 5% y 50% tendiendo, por
tanto, a ser pesimista (Ver figura).

3.9.2 Variable independiente: el tiempo

La distribucién lognormal se ajusta a ciertos tipos de fallos (fatiga de componentes
metdlicos), vida de los aislamientos eléctricos, procesos continuos (procesos técnicos) y
datos de reparacion y puede ser una buena representacion de la distribucion de los
tiempos de reparacién. Es también una distribucidon importante en la valoracién de
sistemas con reparacion.

La distribuciéon lognormal es importante en la representacion de fendmenos de efectos
proporcionales, tales como aquellos en los que un cambio en la variable en cualquier
punto de un proceso es una proporcion aleatoria del valor previo de la variable.
Algunos fallos en el programa de mantenimiento entran en esta categoria.

Segun hemos visto, la distribucidn lognormal es aquella en que el logaritmo de la
variable estd distribuida normalmente. Por tanto podemos obtener la funcién densidad
de probabilidad de la distribucién lognormal a partir de la distribucion normal
mediante la fransformacion:

=Int
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donde t estd distribuida normalmente. La funcion densidad de probabilidad de la
distribucién normal es:

5 1 1 I1=79 .2
f(7) WE:’(F‘ I:-E( z 3]

Para la distribucion normal el pardmetro de localizacién,two es también la media, por lo que
se cumple que:

TO = Tm
donde
10 = pardmetro de localizacion
™m = media

En la tfransformacion de cualquier distribucidn estadistica se debe satisfacer la siguiente.
condicion:

f(t)dt=f(r)dnr
y por tanto

fit) = f(7) %

Teniendo en cuenta la fransformacion

or _1
dt 1

Entonces la distribucién lognormal puede ser obtenida sustituyendo las igualdades

1 1. Int=Int,
s — ———— 8 | — = —2 2]
I:} Gt(?ﬂ)”z ! [ 2{ G )

Se puede resaltar que el pardmetro de
localizacién de la distribucidn normal original
se ha convertido ahora en un pardmetro de
escala coincidente con la media. La dispersion
a es también un pardmetro de forma segun se
puede ver en la figura, donde aparece la
funcion densidad de probabilidad de la
distribucion lognormal para distintos valores de
0(0,4;,0,6; 1,0y 1,4).

0 1 2 3 4 5 6 77 8
Tiempo / Tiempo medio
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fit)

L g b Para valores medios y altos de o, la distribucion

1.0 sy e L
oﬁg;gt= Ao Distribucidn lognormal | OgNOrMall es significativamente 05|r.ne"rr|co',,
0.8l MTTF = 1.3 Meda=51  pero a medida que a decrece la distribucion es
A desviacion estandard = 1.03 s . ;
B2 Diatmacian logndimal mas simetrica. Si o se acerca a la unidad, la
0.6 /Media= 1.0 distribucién lognormal es equivalente
: a= 10 Distribucién . oy . 2
i lognormal  aproximadamente a la distribucion
' Meda= 80 oyxponencial negativa. También se puede

o= 02
observar que para valores de 0< 0,2 la

distribucién lognormal se aproxima a la
distribucioén normal

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Unidades de tiempo

Para efectuar cdlculos se puede escribir la funcidn de distribucion de la siguiente forma:
1 n(titm) .2
f(1) = —tfy | ( ——
(t) N [( - )

donde fnes la forma estdndar de la funcidon densidad de probabilidad de la distribucion
normal y puede ser obtenida a partir de tablas.

La indisponibilidad Q (1) es la funcion acumulativa de la probabilidad y aplicada a los
fallos de los componentes, representa la probabilidad de que el componente falle antes
de t.

T 1 2
Q(l) = If(t)dt - I f(t)dt = Fiy (%)
0 —ao

Siendo Fn la funcién acumulativa normalizada de la distribucion normal, que también
puede obtenerse en tablas estadisticas. Asimismo podemos establecer la expresidon de
la Fiabilidad R (1) obtenida a partir de la Indisponibilidad Q (1)

R() =1-Q() =1 —m[t'—’%‘mz‘-}z]

Y la tasas de fallos A(t):

Aty = 10

R(t)
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3.9.3 Variable independiente: la tasa de fallos

La aplicacién mds importante de la distribucion lognormal es la descripcidon de la
dispersion existente en los datos de tasas de fallos de componentes. La funcidon densidad
de A, se puede escribir de la siguiente forma:

1 10nh=-m )?
@3 [ o a—te | P LU LR I
ah(2m2 2 a?

conA>0;0>0;-0o<M*<w

En la ecuacion anterior m* y o2 son la esperanza o media y la varianza, respectivamente,
de los logaritmos de las tasas de fallos. Sus valores se obtienen mediante las siguientes

estimaciones:
M
n* = l InA,
N E n
n=l

1 M
=N
= — (A
M- e
|'|=
Siendo N el nUmero total de valores de la tasa de fallos de un componente.

Puede resultar practico conocer la probabilidad de que un valor de A aleatorio sea menor
gue un valor determinado Ao. Este valor se obtiene por medio de la integracion de la
funcién densidad de probabilidad de la tasa de fallos obteniéndose la siguiente
expresion:

M
P{r<ag]= Ioffx)dx

P-{l. < ‘,\,0} = ;JZO %exp(w)m

(2m)125 252
Mediante la transformacion:
_ {InA —m™) 0L 1
o dl. W

La expresidn anterior se convierte en la siguiente

{InAy —-mMo 2
PIA <Agls — j ’ g

W _ BHp(‘T)dz

Siendo el miembro derecho de esta igualdad la funcién de distribucion normal.
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Damos a continuacién la expresion de algunos de los pardmetros de la distribucion
lognormal de las tasas de fallo:

e Mediana =A\50=exp(m*)

e Media = A= \50 exp(0?2/2)=exp(m*+ 02/2)
e Moda =exp(m*- g2)

e Varianza = [exp(2m*+ 02)] [exp(02)-1]

Siendo m* y o la media y la desviaciéon estadndar del logaritmo neperiano de las tasas de
fallos.

Para caracterizar la distribucion lognormal, normalmente se indica, ademds de su
mediana, su factor de dispersion D, que tiene la siguiente expresion:

Aos  Asp

En la ecuacion anterior, 1,645 es aquel valor del limite superior de la integral de la
ecuacion previa para el cual ésta tiene un valor de 0,95 (£ 95 %) y los subindices indican
los percentiles correspondientes de |la tasa de fallo A.

Con la eleccidén del factor 1,645 el intervalo [ A50/D, A50 . D] abarca el 90% de todos los
valores posibles de A queddndose el 5% por debajo del limite inferior y otro 5% por encima
del limite superior.

3.9.4 Distribucién Lognormal en R.
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados
que se basen en ladistribuciéon Logaritmica Normal.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Logaritmica Normal, R, dispone de
cuaftro funciones:

| Distribucién Logaritmica Normal.

dinorm(x, meanlog, sdlog, log = F) Devuelve resultados de la funciéon de
densidad.

plnorm (g, meanlog, sdlog, lower.tail =T, | Devuelve resultados de la funcion de

log.p =F) distribucion acumulada.

glnorm(p, meanlog, sdlog, lower.tail =T,  |Devuelve resultados de los cuantiles de la

log.p =F) distribucién Lognormal.

rlnorm(n, meanlog, sdlog) Devuelve un vector de valores de la

distribucion Lognormal aleatorios.
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Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:
X, q: Vector de cuantiles.
p: Vector de probabilidades.
n: NUmeros de observaciones.

meanlog, sdlog: Pardmetros de la Distribucion Logaritmica Normal en escala
logaritmica. meanlog = media y sdlog = desviacion estdndar. Por defecto, los
valores son 1y 0 respectivamente.

log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X
<x], delo contrario, P [X > X].

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

La ganancia X, de corriente, en ciertos transistores se mide en unidades iguales al
logaritmo de la relacidén de la corriente de salida con la de entrada (I0 /Ii = X).
Si este logaritmo, Y, es normalmente distribuido con parametros p = 2 y 02 = 0.01.
Determinar:

a) P(X > 6.1).

b) P(6.1 <. X <. 8.2).

c) Obtener la razén de las corrientes de salida y entrada para una probabilidad

de: P(X <.x) = 0.9.

Sea la variable aleatoria discreta X, el valor de la razén de las corrientes de salida y
enfrada.

Dicha variable aleatoria, sigue una distribucion Lognormal, X ~ Ln(2, 0.01)
Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X > 6.1), empleamos para tal
propdsito, la funcidn de distribucidn con el drea de cola hacia la derecha:

> plnorm(6.1, meanlog = 2, sdlog = sqgrf(0.01), lower.tail = F)
[1] 0.9723882

Por lo tanto, la probabilidad de que la razdén de las corrientes de salida y entrada sea
de 6.1 es: 0.9723882, es bastante alta.

Apartado b)

Nos piden, la probabilidad: P(6.1 <.X <.8.2), empleamos para tal propdsito, la funcidn
de distribucion con el drea de cola hacia la izquierda:
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> plnorm (8.2, meanlog = 2, sdlog = sqrt(0.01), lower.tail = T) - plnorm(6.1, meanlog = 2, sdlog
=sqgrt(0.01), lower.tail = T)

[1] 0.8235296

Por lo tanto, la probabilidad de que de que la razdn de las corrientes de salida y entrada
esté comprendida entre los valores 6.1y 8.2 es: 0.8235296.

Apartado c)

En este caso nos piden obtener el valor de la razén de las corrientes de entrada vy salida
necesario para una probabilidad de 0.9, para tal fin, empleamos la funcidén de quantiles
indicando el drea de cola hacia la izquierda:

> glnorm (0.9, meanlog = 2, sdlog = sagrt(0.01), lower.tail = T)
[1] 8.399357

Por lo tanto, para una probabilidad de 0.9, el el valor de la relacién entrada y salida de las
corrientes es:8.399357.

3.9.4.1 Grdficos de la distribucién Lognormal
En este apartado vamos a ver las sentencias para poder graficar en R la funcién de
distribucion Lognormal.
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# Distribucidn Log-Mormal #
RRRRRA AR AR R AR R R AR R AR R AR AR AR AR R AR R AR R AR R AR R AR R AR R AR R AR R AR R AR R A R A R A R

#

# funciaon de densidad f{t)

par{mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))
x =- seq(0,6,len=1000)

meanlog =- c(1, 1, 1, 1, 1)

sdlog <=- c(0.25, 0.5, 1, 1.5, 2}

colors = c("black”™, "blue", "green", "red", "grey")
labels <-c(expression{paste(, mu, "=1, ", sigma,"=0.25")),
expression(paste(, mu, "=1, ", sigma,”"=0.5")),
expression(paste(, mu, "=1, ", sigma,"=1")),
expression(paste(, mu, "=1, ", sigma,"=1.5")),
expression(paste(, mu, "=1, ", sigma,"=2")))

plot{range(x),c(0,1),type="n",x1ab="x", ylab="Densidad f{x)",

cex.lab = 1.2,cex.main=1,

cex.axis = 0.75)

grid()

for (1 in 1:5){

Tines(x,dInorm(x, meanlog[i], sdlog[i],log=FALSE), col = colors[i],lwd=2)
1

legend("topright"”, inset=.05, title ="Parametros",

Tabels, Twd=2, Tty=c(1l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

1.0

Parametros
s — =

——— u=1,005

,o=0.25

0.6
|

0.4
|

Densidad f(x)

0.0
|
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plot(range(x),c(0,1. l} type= ﬂ Hlab="x", ylab="Distribucion F{x)"

cex.lab = 1.2,cex.main=1,

cex.axis = D.?S}

grid()

for (i in 1:5)%

Tines (x,plnorm(x, meanlog[i], sdlog[i], lower=TRUE,log=FALSE}, col = colo
rs[1], Twd=2)

+ 1

= legend("topleft”, inset=.05, title ="Parametros",

+ labels, Twd=2, lty=c(l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

= # funcidn de distribucidn F{x)

= par(mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))

= X <- s5eq(0,6,1en=1000)

= meanlog <- c(1, 1, 1, 1, 1)

= sdlog =- c(0.25, 0.5, 1, 1.5, 2}

= colors <- c{"black"”, "blue" green“, "red", "grey")
> labels =- c(expr9551uﬂ(pa5te(, mu, "=1, ", sigma,"=0.25")J),
+ expression{paste(, mu, "=1, ", 51gma "=0.5"2D),

+ expression{paste(, mu, "=1, ", sigma,"=1")),

+ expression{paste(, mu, "=1, ", iigma '=1.5")),

+ expression{paste(, mu, "=1, ", sigma,"=2")))

-

+

+

-3

=

+

1.0

7 Parametros

—_— p=1, o=0.25

0.8

—  p=1,0°05

—_— u=1, o=1

0.6

e p=1, o=15

Distribucion F(x)

0.4

0.2
]

0.0

3.10 Distribucion de Weibull

En teoria de la probabilidad y estadistica, la distribuciéon de Weibull es una distribucion
de probabilidad confinua. Recibe su nombre de Waloddi Weibull, que la describio
detalladamente en 1951, aunque fue descubierta inicialmente por Fréchet (1927) y
aplicada por primera vez por Rosin y Rammler (1933) para describir la distribucion de
los tamanos de determinadas particulas.

La distribucion de Weibull es, probablemente, la distribucion mds utilizada en teoria de
fiabilidad. De hecho, en muchas referencias bibliograficas se habla de andilisis Weibull
para hacer referencia a los estudios de fiabilidad. Ello se debe ala gran flexibilidad
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que presenta esta distribucion, mediante la cual es posible modelar cada una de las tres
etapas tipicas de la curva de la banera, i.e.: la etapa inicial -con tasa
de fallo decreciente-, la etapa de vida Util -con tasa de fallo
aproximadamente constante-, y la etapa final -caracterizada por una
tasa de fallo creciente.

La distribucion de Weibull complementa a la distribucion exponencial y
a la normal, que son casos particulares de aquella, como veremos. A
causa de su mayor complejidad sélo se usa cuando se sabe de .
antemano que una de ellas es la que mejor describe |la distribucién de fallos o cuondo se
han producido muchos fallos (al menos 10) y los tiempos correspondientes no se ajustan a
una distribucién mads simple. En general es de gran aplicacién en el campo de la
mecdanica.

Aunque existen dos tipos de soluciones analiticas de la distribucion de Weibull (método de
los momentos y método de mdaxima verosimilitud), ninguno de los dos se suele aplicar por
su complejidad. En su lugar se utiliza la resolucién grafica a base de determinar un
pardmetro de origen (to). Un papel especial para graficos, llamado papel de Weibull,
hace esto posible. El procedimiento grdfico, aungue exige varios pasos y una o dos
iteraciones, es relativamente directo y requiere, a lo sumo, dlgebra sencilla.

La distribucion de Weibull nos permite estudiar cudl es la distribucion de fallos de un
componente clave de seguridad que pretendemos controlar y que a través de nuestro
registro de fallos observamos que éstos varian a lo largo del tiempo y dentro de lo que se
considera tiempo normal de uso. El método no determina cudles son las variables que
influyen en la tasa de fallos, tarea que quedard en manos del analista, pero al menos la
distribucion de Weibull facilitard la identificacidn de aquellos y su consideracion,

aparte de disponer de una herramienta de prediccidn de comportamientos. Esta
metodologia es Util para aquellas empresas que desarrollan programas de
mantenimiento preventivo de sus instalaciones.

La funcion de densidad de una variable aleatoria con la distribucion de Weibull x es

z\E—1  _p ik
Faap = [§E T o0
o 0 <0 '

Funcién de densidad de probabilidad

> >
W
A A
I
e
[S ]

[y

Donde k = 0 es el pardmetro de formay A = 0 es el
pardmetro de escala de la distribucion.

La distribuciéon modela la distribucion de fallos (en
sistemas) cuando la tasa de fallos es proporcional a
una potencia del tiempo:

e Un valor k<1 indica que la tasa de fallos
decrece con el tiempo.

e Cuando k=1, la tasa de fallos es constante en el
fiempo.

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

119

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua



Variable Aleatoria

e Unvalor k>1 indica que la tasa de fallos crece con el fiempo.

3.10.1 Propiedades

Su funcién de distribucion de probabilidad es:
Funcién de distribucién de probabilidad

1.0

—~

_ k ,
F(zik,\) =1—¢e &/
para x = 0, siendo nula cuando x < 0. :

La tasa de fallos (hazard) es

[ A 3
h(zik,A) = 5 (1) |
.. . ¢ — A=1,k=05
La funcidon generadora de momentos del logaritmo de la / —Azlkol
/ A=l k=5

distribucion de Weibull es2

E [eX] = XT (% n 1)

0.0

0.0 0.5 1.0 15

N
o
N
[

donde I es la funcidn gamma. Andlogamente, la funcidén caracteristica del logaritmo es

E [EitlogX} — X.Et[' (% 4+ 1) )

En particular, el momento n-ésimo de X es:
M = AT (1 n E) .
k
Su media y varianza son
1
E(X)=A'[1+ T
Y

var(X) = 2 [r (1+ %) —rf’-(1+%)} |

Mientras que su asimetria y curtosis son

r(1+%),\3—3m?—,u3

Y= o
y

| 6T} + 12130, — 813 —4NWTs + Ty MT(1+ 4) — dmo®u — 64%0° —
te [T, — 22 o

donde Ti =T(1+i/k),
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3.10.2 Distribuciones relacionadas
La distribuciéon de Weibull desplazada (a fravés de un pardmetro adicional) también se
encuentra en la literatura.

Tiene funcidn de densidad

k—1
k xr — g z—@k
. _k —(238)
f($! k! }"! 8) }t ( A ) €

para & > 0 y f(x; k, A, ©) =0 cuando x < 6, donde k> 0esel pardmetro de forma,
A > 0 es el pardmetro de escala y #, el de localizaciéon. Coincide con la habitual
cuando 6=0.

La distribucién de Weibull puede caracterizarse como la distribucion de una variable
aleatoria X tal que

- (3

sigue una distribucion exponencial estdndar de intensidad 1.De hecho, la distribuciéon de
Weibull coincide con la exponencial de intensidad 1/A cuando k = 1 y la de distribucion de

ke

Rayleigh de moda & = "H/‘/i cuando k = 2.

La funcién de densidad de la distribucion de Weibull cambia sustancialmente cuando k
varia entre 0y 3y, en particular, cerca de x=0. Cuandok < 1 la densidad tiende a «
cuando x se aproxima a 0y la densidad tiene forma de J. Cuando k = 1 la densidad
fiene un valor finito en x=0. Cuando 1<k<2, la densidad se anula en 0, tiene una
pendiente infinita en tal valor y es unimodal. Cuando k=2, la densidad fiene pendiente
finita en 0. Cuando k>2, la densidad y su pendiente son nulas en cero y la densidad es
unimodal. Conforme k crece, la distribucion de Weibull converge a una delta de Dirac
soportada en x=A.

La distribucion de Weibull también puede caracterizarse a través de la distribucion

1/A
uniforme: si X es uniforme sobre (0,1), entonces k( . IH(X)) sigue una distribucion
de Weibull de pardmetros k y A. Este resultado permite simular numéricamente la
distribucién de manera sencilla.

Tabla con datos y pardmetros caracteristicos distribucion de Weibull

Parametros A = Descala (real)
k = Oforma (real)

Dominio T e [U; —|—DC|)
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Funcion de densidad(pdf)

Funcién de distribucion

Media

Mediana

Moda

Varianza

Coeficiente de simetria

Curtosis

Entropia

Funcién generadora de momentos

Funcién caracteristica

A(In(2))

1
E—1\F
()
k itk > 1

2
2T (1 + E) )

['(1+ )N = 3po” — p?

0-3
(see text)
) enl)
r g yn
3 r(1+ E), k> 1
= nl k
< (i) A" ( n)
I' 1+ —
ﬂgj n! k

3.10.3 Aplicacion de la distribucion de Weibull a la fiabilidad de componentes
Sabemos que la tasa de fallos se puede escribir, en funcién de la fiabilidad, de la

siguiente forma:

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua

122



Variable Aleatoria

d[lé(t)]
O =y
O que R(t)=Exp[- ] A(f)d1]
Siendo A1) Tasa de fallos
R(t)  Fiabilidad
F(1) Infiabilidad o funcién acumulativa de fallos

f fiempo

En 1951 Weibull propuso que la expresidn empirica mds simple que podia representar una
gran variedad de datos reales podia obtenerse escribiendo:

f/l(t)dt = (t ;t")ﬁ

porlo que la fiabilidad serd:

R(t) = exp [— (t = to)ﬁ]

n
Siendo
1o pardmetro inicial de localizacién
n pardmetro de escala o vida caracteristica
B pardmetro de forma

Se ha podido demostrar que gran cantidad de representaciones de fiabilidades reales
pueden ser obtenidas a fravés de ésta ecuacion, que como se mostrard, es de muy
facil aplicacion.

La distribuciéon de Weibull se representa normalmente por la funcién acumulativa de
distribucion de fallos F (t):

F(t)=1—exp [— (t ;to)ﬁ]

siendo la funcion densidad de probabilidad:

£ = %(t ;to)ﬁ—l exp [_ (t ;to)ﬁ]

La tasa de fallos para esta distribucién es:

200 = g(t —nt0>3—1
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Las ecuaciones sélo se aplican para valores de (t - to) =2 0. Para valores de (t - o) <0, las
funciones de densidad y la tasa de fallos valen 0.

Las constantes que aparecen en las expresiones anteriores tienen una interpretacion
fisica:

e foes el pardmetro de posicion (unidad de tiempos) 0 vida minima y define el punto
de partida u origen de la distribucion.

e nesel pardmetro de escala, extension de la distribucion alo largo, del eje de los
tiempos. Cuando (t - to) = n la fiabilidad viene dada por: R (t) =exp - (1)8 = 1/exp 18
=1/2718=0,368 (36,8%)

Entonces la constante representa también el tiempo, medido a partir de to =0,
segun lo cual dado que F(t) = 1-0,368 = 0,632, el 63,2 % de la poblacion se espera
que falle, cualqguiera que sea el valor de B ya que como hemos visto su valor no
influye en los cdlculos realizados. Por esta razén también se le llama usualmente
vida caracteristica.

Representacion de los modos de
fallo mediante la distribucion de
Weibull

o 10 20 30 40 50 50 70 80 90 100

. 1 1 1 1 | 1
e Beselpardmetro de 0 I 220 30 4 € 6 70 B GO 100}
forma y representa la

pendiente de la recta describiendo el grado de variacion de la tasa de fallos.
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Las variaciones de la densidad de probabilidad, tasa de fallos y funcion
acumulativa de fallos en funcién del tiempo para los distintos valores de B, estdn
representados grdficamente en la Figura

En el estudio de la distribucion se pueden dar las siguientes combinaciones de los
pardmetros de Weibull con mecanismos de fallo particulares:

a. tfo=0: el mecanismo no tiene una duracién de fiabilidad intrinseca, y:

e siB<1latasade fallos disminuye con la edad sin llegar a cero, por lo que
podemos suponer que nos encontframos en la juventud del componente con un
margen de seguridad bajo, dando lugar a fallos por tensidén de rotura.

e siB=1latasade fallo se mantiene constante siempre lo que nos indica una
caracteristica de fallos aleatoria o pseudo-aleatoria. En este caso nos encontramos
que la distribucion de Weibull es igual a la exponencial.

e siB>1latasade fallo se incrementa con la edad de forma continua lo que indica
que los desgastes empiezan en el momento en que el mecanismo se pone en
servicio.

e siB=23,44 se cumple que la media es igual a la mediana y la distribuciéon de Weibull
es sensiblemente igual a la normal.

b. to>0: El mecanismo es infrinsecamente fiable desde el momento en que fue puesto en
servicio hasta que t =10, y ademds:

e siB <1 hayfatiga u ofro tipo de desgaste en el que la tasa de fallo disminuye
con el tiempo después de un sUbito incremento hasta t0 ; valores de B bajos ( ~
0.5 ) pueden asociarse con ciclos de fatigas bajos y los valores de b mds
elevados (~ 0,8) con ciclos mds altos.

e siB>1 hayuna erosion o desgaste similar en la que la constante de duracion
de carga disminuye continuamente con el incremento de la carga.

c. 10<0.Indica que el mecanismo fue utilizado o tuvo fallos antes de iniciar la foma
de datos, de ofro modo

e siB <1 podra tratarse de un fallo de juventud antes de su puesta en servicio,
como resultado de un margen de seguridad bajo.

e siB>1 se frata de un desgaste por una disminucidon constante de la resistencia
iniciado antes de su puesta en servicio, por ejemplo debido a una vida propia
limitada que ha finalizado o era inadecuada.

3.10.4 Inferencia para la distribucién de Weibull

Uno de los problemas fundamentales de la distribucion de Weibull es la evaluaciéon de
los pardmetros ( fo, N, B) de esta distribucion. Para ello se dispone de dos métodos: a
través unicamente del cdlculo mediante el método de los momentos o el de mdxima
verosimilitud, en el que intervienen ecuaciones diferenciales dificiles de resolver, por lo
que se utilizan poco, y mediante la resolucidon grdafica, que utiliza un papel a escala
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funcional llamado papel de Weibull o grafico de Allen Plait que es el que vamos a
desarrollar.

Resolucién grdfica

El papel de Weibull estd graduado a escala funcional de la siguiente forma: En el eje de
ordenadas se fiene:InIn [ 1/ 1-F (t) ] (Doble logaritmo neperiano) En el eje de abscisas,
tenemos: In (t - f0) Existen tres casos posibles en funcién del valor de t0

P e T OE. 0 .."1 T T, iy \ el A 2 3 . 48 =

0, [f = 7ol

it

son]dt i 1 -0

: 1
n L 4 i -4
{on 2 ‘| T

138

ws
wa
@
00

=3 &
-
b
=R
-

01

‘Funcién acumulativa de falios [F ()] ——»

% ar &3 o4 o8 08 10 W a0 A0 89 10 B o 40 6 & 00%w
o8 ke e G 0 40 0 8 20808010
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Lectura de los pardmetros hy f3 en el papel de Weibull

Casodeto=0

Demostramos que cualquier grupo de datos que sigan la distribucion de Weibull se
pueden representar por una linea recta en el papel de Weibull. Partimos de la hipbtesis
de que el origen es perfectamente conocido y que coincide con los datos
experimentales. Desde el punto de vista matemdtico partimos de la férmula que nos
relaciona la fiabilidad con la infiabilidad y teniendo en cuenta la expresion anterior:

R(t)=1-F(t)=exp-(t/n)8
1/[1-F(f)]=exp (f/n)8
Tomando logaritmos neperianos por dos veces:
ININ1/[1-F(t)]=BInt-BInn
Si a estaigualdad le aplicamos
X =Int (variable funcién de t)
Y=InIn1/[1-F(t)] (funcién de 1)
=-BInn (constante)

A = B (coeficiente director)
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de donde tenemos:
Y = AX + B (ecuacién de una recta)
Para determinar los pardmetros B y n se utiliza el papel de Weibull.

e Cdlculo de B: B es el pardmetro de forma y representa la pendiente de la recta.
Para calcularlo, se hace pasar una recta paralela a la recta obtenida con la
representacion grdfica de los datos de partida por el punto 1 de abscisas y 63,2 de
ordenadas pudiendo leer directamente el valor de B en una escala tabulada de 0
a 7. Ver grdfico en figura anterior.

e Cdlculo de n:nes el pardmetro de escala y su valor viene dado por la interseccion
de la recta trazada con la linea paralela al eje de abscisas correspondiente al 63,2
% de fallos acumulados. En efecto se demuestra que para la ordenada 10 =0, F (1)
= 63,2.

Y=Inin1/[1-F()]=0
IN1/[1-FM)]=1:1/00-F()]=e;1-F (1) =1/e;
F()=1-[1/e]=1-[1/27183] =1-0,3679 = 0,6321 (63,21 %)

de donde para to= 0 tendremos que AX + B = 0; como segun hemos visto
anteriormente:

A=BB=-BInn

tendremos que se cumple:
BX-BINnn=0;BX=BInn;
X=Inn

Como X =Int, fenemos que t =n.

n es el valor leido directamente en el grdfico de Allen Plait para la ordenada
63,2, ya que la escala de abcisas estéd como ya se ha indicado en In 1.

e Tiempo medio entre fallos (MTBF) o media: el tiempo medio entre fallos o vida
media se calcula con la ayuda de la tabla 1, que nos da los valores de gamma
y vale:

E(t)=MTBF=ny(1+1/8)

e Desviacion estdndar o variancia o: se calcula también con la ayuda de la tabla
Tyvale: (o/n)2=y (1+2/B)-[T(1+1/B)]2

Casodet>0

Para este caso los datos no se alinean adoptando la forma indicada en en el grafico
de la siguiente figura. Los datos tienen forma de curva que admite una asintota
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vertical; la interseccidon de la asintota con la abcisa nos permite obtener una primera
estimacion de 10. En efecto, tenemos que:

F(t)=0=1—exp [— (t_nto)ﬁ]

t—to\?
de donde 1 = exp —( ” )

99.0% :
Asintola
f* 1 /
632 + 1
T
0,1 i Z.
1]
&
sacando logaritmos neperianos:
t—to\?
Inl=0= —( 0)
n

y elevando a 1/ B fendremos:

t—ty\P/P 1
<n0> =0 =0;t—t,=0;t =t

de donde se obtiene la evaluaciéon de to. Cuando se ha evaluado to, se lleva a cabo la
correccion:

f'=1-1o
t'= nuevo fiempo

t = antigua estimacion
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A continuacién se trasladan los nuevos valores, debiéndose obtener algo parecido a una
recta; si no es asi, se comenzard de nuevo la operaciéon y esto hasta un mdéximo de tres
veces; si se sigue sin obfener una recta, podemos deducir que no se aplica la ley de
Weibull o que podemos tener leyes de Weibull con diferentes origenes, o mezcladas

Casodeto<0

999 %

63,2

Estimacién de 1,

0.1

calcular t0 mediante la estimacion.

En este caso, se obtiene una
curva que admite una asintota
inclinada u horizontal. Una
manera de calcular to es
mediante ensayos sucesivos,
hasta que se pueda dibujar la
curva.

Ofro método de cdlculo
cuando to#0

Dada la complejidad que
representa lo descrito con
anterioridad existen otras
formas mds sencillas de

Método de estimacion o de los rangos medianos : el método se inicia, una vez dibujada la
curva, seleccionando un punto arbitrario Y2 aproximadamente en la mitad de la curva, y

otros dos puntos Y1 e Yz equidistantes del

primero una distancia d segun el eje de las

F(t)

v A
99,9 -

Y)

Logicamente se cumplird la igualdad: :
Y.y

Y2-Y1=Ys- Y2 1
d

De la ecuacion anterior y si los tres puntos o1

son colineales tendremos por otra parte: '

X2-X1=X3-X2

y como X =In (f - f0) tendremos:

In (2 - fo) - In (f1 - to) = In (t3 - To) In (12 - fo) 0

(t2 - t0)2 = (t3 - to) (1 - to)

De otra forma th =t (t3 -t2) - (t2 - 1)

(t3 -t2) - (t2 - t4)
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De esta forma el valor de 10 puede ser calculado y los datos representados utilizando (t -
to) como variable. Silos datos siguen la distribucién de Weibull los puntos deberdn quedar
alineados.

Como variante de lo anterior se puede proceder de la siguiente forma:
asignar los puntos segun el siguiente criterio:

Ymax €5 el valor mdaximo al cual se asocia Xmax.

Ymin €s el valor minimo al cual estd asociado Ymin.

Ym. €s el punto medio (medido con una regla lineal) de Ymax € Ymin

Xm. €s X medio asociado al Ym. obtenido.

De esta forma el valor de to serd:

il Kmax = Am) i m = Amin)
Fmix = Xm) = Km = Xmin)

fg =X

3.10.5 Funciones de distribucion de Weibull en R
En este apartado, se explicardn las funciones existentes en R para obtener resultados que
se basen en ladistribuciéon Weibull.

Para obtener valores que se basen en la distribucion Weibull, R, dispone de cuatro
funciones:

Distribucion Weibuill.
dweibull(x, shape, scale = 1, log = F) Devuelve resultados de la funciéon de
densidad.
pweibull(g, shape, scale = 1, lower.tail =T, Devuelve resultados de la funciéon de
log.p =F) distribucion acumulada.
gweibull(p, shape, scale = 1, lower.tail =T, Devuelve resultados de los cuantiles
log.p =F) de la distribucion Weibull.
rweibull(n, shape, scale = 1) Devuelve un vector de valores de la
distribucion Weibull aleatorios.

Los argumentos que podemos pasar a las funciones expuestas en la anterior tabla, son:

e X, q: Vector de cuantfiles.
e p: Vector de probabilidades.
e n:NUmeros de observaciones.

e shape, scale: Pardmetros de la Distribucion Weibull. Shape = ay Scale = b. Por
defecto, scaletfiene valor 1.

José E. Martin UPG 2016 ©
BY NC

Capitulo: Distribucion de probabilidad continua

131



Variable Aleatoria

e log, log.p: Pardmetro booleano, si es TRUE, las probabilidades p son devueltas
como log (p).

e lower.tail: Pardmetro booleano, si es TRUE (por defecto), las probabilidades son P[X
<x], de lo confrario, P [X > X].

Hay que tener en cuenta que en nuestro caso se ha definido la funcién de fiabilidad de la
distribucién de Weibull, de la siguiente manera:

R(t) = eta/®
R, en cambio, usa la siguiente nomenclatura:
R(t) = e-(t/bla
Ambas son iguales, simplemente, hay que adaptar los pardmetros de la distribucidn:
-Pardmetro de forma = a =a.
-Parémetro de escala = b = a\p.

Para comprobar el funcionamiento de estas funciones, usaremos un ejemplo de
aplicacion.

Una cierta pieza de vida util, en horas, de un automévil sigue una distribuciodn de
Weibull con pardmetros: a = 4.5 y B = 4.

Determinar:

a) La fiabilidad a las ©.75 horas.

b) ¢En que instante se mantiene una fiabilidad del 95%?.

Sea la variable aleatoria discreta X, tiempo, en horas, a que se produzca un
fallo.

Dicha variable aleatoria, sigue una distribucidn Weibull, adaptando los
parametros a R: X ~ W(4.5,4.5V4)

Apartado a)

Para resolver este apartado, necesitamos resolver: P( X > 0.75), empleamos para
tal propésito, la funcidén de distribucién con el drea de cola hacia la derecha:
> pweibull(@.75, 4.5, scale = 4~(1/4.5), lower.tail = F)

[1] ©.9337898

Por lo tanto, la fiabilidad a las ©.75 horas es de: ©0.9337898, bastante alta.
Apartado b)

Necesitamos obtener el valor de x (horas) para satisfacer: P( X >. x) = 0.95,
empleamos para tal propdésito, la funcidn de cuantiles con el area de cola hacia
la derecha:

> qweibull(@.95, 4.5, scale = 4~(1/4.5), lower.tail = F)

[1] ©.703295

Por lo tanto, las horas que son necesarias para una fiabilidad del 95% son:

0.7032956.
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¥+ ++ VY Y Y Y YWY YOV Y Y Y Y Y

# Distribucion weibull #
B e g a E

#

# scale(eta) = 1/ 1ambda

#

# funcion de densidad f{x)

par{mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))
¥ =- seq(0,5,1en=1000)

shape =- c(0.5, 1, 1.5, 2.5, 3.44)
scale =- (1, 1, 1, 1, 1)

colors «<- c("black™, "blue"”, "green”, "red”, "grey")
labels =-c(expression(paste(, beta, "=0.5, ", eta,"=1"}),
expression(paste(, beta, "=1, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=1.5, ", eta,"=1")),
expression{paste(, beta, "=2.5, ", eta,"=1")),
expression(paste(, beta, "=3.44, ", eta,"=1")))

plot{range(x),c(0,2),type="n",xTab="x", ylab="Densidad f{x)",

cex,lab = 1.2,cex.main=1,

cex,axis = 0.75)

grid()

for (i in 1:5){

Tines(x,dweibul1{x,shape[i], scale[i],log=FaLSE}, col = colors[i], Twd=2)
1

legend("topright"”, inset=.05, title ="Parametros",

Tabels, Twd=2, Tty=c(l, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

#

o_|
o
Parametros
_— B=0.5, =1
|
_— =1, n=1
—
= ———  B=15.7=1
T
E =] ———  p=2.5,1=1
E L
S p=3.44, 1=1
()
o
o] e C—,
o
| | | | | |
0 1 2 3 4 5
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Variable Aleatoria

= #

= # funcion de distribucidn F{x)

> par(mgp =c(2,0.5,0), mar=c(4,4,3,2))

= ¥ «- s5eq(0,5,len=1000)

= shape <- c(0.5, 1, 1.5, 2.5, 3.44)

= scale =- {1, 1, 1, 1, 1)

= colors =- c("black”™, "blue", "green", "red", "grey")

= labels <-c(expression(paste(, beta, "=0.5, ", eta,"=1")),

+ expression(paste(, beta, "=1, ", eta,"=1")),

+ expression(paste(, beta, "=1.5, ", eta,"=1"))},

+ expression(paste(, beta, "=2.5, ", eta,"=1")]},

+ expression{paste(, beta, "=3.44, ", eta,"=1"1}))

= plot{range(x),c(0,1.1),type="n",xlab="x", ylab="Distribucidon F{x)",
+ cex.lab = 1.2,cex.main=1,

+ cex.axis = 0.75)

= grid()

= for (i in 1:5)4

+ Tines(x,pweibull(x,shape[i], scale[i], Tower=TRUE,log=FALSE), col = color
s[1], Twd=2)

+

> legend("bottomright", inset=.05, title ="Parametros",

+ labels, lwd=2, Tty=c(1, 1, 1, 1, 1), cex =0.9, col=colors, bty="n")

o
o _|
=
_—
g
c . Parametros
2 =T
g _— B=0.5, n=1
P
=
T - —_— B=1, n=1
O <7
—_— B=1.9, n=1
o™ — B=2.9, n=1
=
B=3.44, n=1
=
=
[ [ [ [ [ [
0 1 2 3 4 5
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